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Вступ

Теорія  систем  являє  собою  наукову  дисципліну,  котра  вивчає  різні явища,  відволікаючись  від  їх  конкретної  природи,  і  ґрунтується  лише  на формальних  взаємозв'язках  між  різними  складовими,  їх  чинниками  і  на характері  їх  змін  під  впливом  зовнішніх  умов.  При  цьому  результати  всіх спостережень  пояснюються  лише  взаємодією  їх  компонентів,  наприклад, характером  їх  організації  та  функціонування,  а  не  за  допомогою безпосереднього звернення до природи, залучених до явищ механізмів (будь вони фізичними, біологічними, соціологічними або чисто концептуальними). 

Дані методичні вказівки рекомендуються для виконання практичних робіт з курсу «Основи теорії систем» для спеціальності 172 «Електронні комунікації та радіотехніка» і спрямований на розвиток системного мислення та формування навичок аналізу складних технічних об’єктів і процесів. Виконання практичних занять і самостійних завдань дозволяє поглибити і закріпити теоретичні знання з курсу «Основи теорії систем», розвинути навички системного підходу  при проектуванні та оптимізації різного типу систем, зокрема, систем масового обслуговування в галузі телекомунікації. Велика увага приділяється вивченню способів збору і обробки інформації для випадкових і детермінованих процесів, вибору критеріїв оптимізації систем, методам прийняття рішень з врахуванням реальних економічних умов.
Для полегшення засвоєння матеріалу кожна тема, що пропонується до вивчення, супроводжується викладом основних теоретичних відомостей, прикладами розв’язання завдань та завданнями для самостійної роботи студентів. 

Особливістю завдань є те, що вони орієнтовані на колективне виконання робочими групами студентів. Це дозволяє вирішувати навчальні задачі різних ступенів складності, використовуючи більшу кількість аналітичних прийомів та методів. Крім того, при виконанні завдань формуються початкові навики координації та компетенції, необхідні для командної роботи. 

Виконання частини завдань припускає використання спеціалізованого комп’ютерного програмного забезпечення (Microsoft Excel та Mathlab),  що підвищує кваліфікацію студентів, надає ширші можливості при виконанні самостійних завдань.
Практична робота № 1
УХВАЛЕННЯ РІШЕНь В умовах НЕПОВНОЇ ІНФОРМАЦІЇ
Мета: ознайомлення з методом ухвалення рішень в умовах неповної інформації.

Питання для опрацювання.

1. Ухвалення рішень в умовах ризику. Основні особливості процесу.
2. Відмінність умов ризику від умов повної невизначеності та детермінованості.
3. Побудова матриці рішень в умовах ризику.
4. Критерій Вальда. Умови і переваги його використання.
5. Критерій Севіджа для визначення оптимальної стратегії. Що означає поняття «мінімізація ризику»?
6. Критерій Гурвіца та критерій песимізму р. 
1.1 Основні теоретичні відомості
Одним з методів ухвалення управлінських рішень є аналіз виробничої ситуації з використанням теорії ігор і статистичних рішень. У грі функціонують сторони і розглядаються (відтворюються) можливі стратегії, тобто сукупність правил,  що приписують сторонам певні дії залежно від ситуації, що склалася в ході гри. При вирішенні технічних і технологічних завдань зазвичай розглядаються дві неантагоністичні сторони: А − організатори виробництва (активна сторона, працівники); П − сукупність випадково виникаючих виробничих ситуацій («природа»). 

Активна сторона повинна вибрати таку стратегію чи прийняти таке рішення, щоб отримати максимальний ефект. При цьому «природа» активно не протидіє заходам організаторів виробництва, але точний стан зовнішніх чинників не відомий. Подібні ігри називаються «іграми з природою». 
Прикладом такої задачі є визначення оптимального запасу агрегатів на виробництві, запасних деталей, оптимальний об’єм виготовлення продукції, тощо.
Розглянемо організацію і аналітичне представлення гри з природою. Хай гравець 1 має m можливих стратегій: А1, А2 ., Аm, а в природи є n можливих станів (стратегій): П1, П2 ..., Пn, тоді умови гри з природою задаються матрицею А виграшів (втрат) гравця 1 рисунок 1.1 а). 

Інший спосіб задання матриці для задачі − це матриця ризиків (рис. 1.1 б). Величина ризику – це величина плати за відсутності інформації про стан середовища, що дорівнює різниці між результатом, який гравець може отримати, якби йому було відомо стан середовища, і результатом, що він отримає при виборі і-ої стратегії.
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а)                                                  б)

Рисунок 1.1 – Матриця виграшів а) та матриця ризиків б)

Для таблиці виграшів матриця ризиків складається по формулі:

 rij = max aj - ajj,                                          (1.1)
де max aj – максимальне значення стовпця.

Відповідно для таблиці затрат (втрат) матриця ризиків:
 rij = ajj - min  aj,                                            (1.2)

де min  aj   – мінімальне значення стовпця):

Знаючи стан природи (стратегію) Пj, гравець вибирає ту стратегію, при якій його виграш максимальний або втрати мінімальні. Для визначення найкращих вирішень використовуються наступні критерії: Вальда, Севіджа, Гурвіца.

1.1.1 Критерій Вальда. З позицій даного критерію природа розглядається як агресивно налаштований противник. Тоді, відповідно до критерію Вальда зі всіх найневдаліших результатів вибирається кращий. Це позиція крайнього песимізму, розрахована на гірший випадок, тоді значення:

 W = max min aij ,                                      (1.3)

якщо результат aij представляє виграш, (максимінний критерій).

W = min max aij,                                       (1.4)

якщо результат aij представляє затрати, (мінімаксний критерій).

1.2.2 Критерій мінімаксного ризику Севіджа. 

Вибір стратегії аналогічний вибору стратегії за принципом Вальда з тією відмінністю, що гравець керується не матрицею виграшів А, а матрицею ризиків R: 
S = min max rij ,     1( i (m, 1( j (n.                      (1.5)
Застосування критерію Севіджа дозволяє будь-якими шляхами уникнути великих ризиків при виборі стратегії, а значить, уникнути більшого програшу (втрат).

1.2.3 Критерій песимізму-оптимізму Гурвіца. 

Цей критерій при виборі рішення рекомендує керуватися деяким середнім результатом, що характеризує стан між крайнім песимізмом і нестримним оптимізмом.  Критерій заснований на наступних двох припущеннях: «природа» може знаходитися в самому невигідному стані з імовірністю (1-р) і в найвигіднішому стані з імовірністю р, де р – коефіцієнт песимізму. Стратегія в матриці А вибирається відповідно до значенням:

HA = max ( p max aij + (1-p) min aij ( ,  якщо aij – виграш,        (1.6)

HA = min ( p min aij + (1-p) max aij ( ,  якщо aij – витрати.        (1.7)

При p = 0 критерій Гурвіца збігається з критерієм Вальда. При p = 1 приходимо до вирішального правила вигляду max max aij, до так званої стратегії «здорового оптимізму», критерій максімакса. 

Значення р від 0 до 1 може визначатися залежно від схильності особи, що приймає рішення, до песимізму або оптимізму. За відсутності яскраво вираженої схильності р = 0,5 представляє найбільш розумний варіант. Вибір може залежати від схильності гравця до ризику.
1.2 Завдання для розв’язання
1. Дана матриця виграшів. Визначити оптимальну стратегію по критеріях Вальда, Севіджа  і Гурвіца при коефіцієнті песимізму 0,8 і 0,3.
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2. Дана матриця виграшів. Визначити оптимальну стратегію по критеріях Вальда, Севіджа и Гурвіца (коефіцієнт песимізму рівний 0,4).
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3. Дана матриця втрат. Визначити оптимальну стратегію по критеріях Вальда, Севіджа и Гурвіца (коефіцієнт песимізму рівний 0,4).
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4. Компанія вибирає, який вигляд продукції доцільно виробляти. Є чотири види продукції Аj. Визначений прибуток від виробництва кожного виду продукції залежно від станів економічного середовища Вi. Значення прибутків для різних видів продукції і станів економіки наведені в таблиці. Вибрати кращий продукт  для виробництва, використовуючи  критерії Вальда, Севіджа, Гурвіца при коефіцієнті песимізму 0,4. 

	Вид продукції
	Стан економічного середовища

	
	В1
	В2
	В3

	А1
	40
	52
	45

	А2
	58
	45
	89

	А3
	45
	36
	65

	А4
	36
	89
	45


5. Мобільний оператор вибирає, який з чотирьох тарифних планів Аj запропонувати споживачам. Відомо, що фірма конкурент аналогічно планує введення нових пакетів послуг. Визначений прибуток компанії від залучення нових клієнтів по кожному з планів залежно від можливих пропозицій конкурентів Вi, тис. у.о. (див. таблиця). Вибрати кращу стратегію для фірми оператора, використовуючи  критерії Вальда, Севіджа, Гурвіца при коефіцієнті песимізму 0,6.

	Вид продукції
	Стан економічного середовища

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	А1
	100
	80
	40
	110

	А2
	90
	90
	50
	100

	А3
	80
	100
	30
	140

	А4
	70
	70
	80
	120


6. Один з п'яти верстатів має бути вибраний для виготовлення партії виробів, розмір якої Q може набувати трьох значень: 150, 200, 350. Виробничі витрати Вi для i-го верстата задаються наступною формулою:  Вi = Pi + ci*Q.
Здійсніть вибір верстату для кожного з наступних критеріїв Вальда, Севіджа, Гурвіца (критерій песимізму дорівнює 0,6). 

	Показники
	Модель верстата

	
	1
	2
	3
	4
	5

	Pi 
	30
	80
	50
	160
	100

	ci
	14
	6
	10
	5
	4


7. Фірма вибирає одну з 4 компаній – перевізників для доставки своєї продукції в магазини. Можлива відправка товару на відстань Х: 150, 200, 350 і 500 км. Витрати на перевезення складають:   Вi = Сi + Di*Х. Здійсніть вибір компанії по критеріях  Вальда, Севіджа, Гурвіца (р =  0,3). 

	Показники
	Перевізник

	
	1
	2
	3
	4

	Ci 
	30
	40
	80
	110

	Di
	14
	6
	10
	5


8. Адміністрації театру потрібно вирішити, скільки замовити програмок для вистав. Вартість замовлення 200 грн плюс 3 грн  за штуку. Програмки продаються по 6 грн за штуку, і до того ж дохід від реклами складе додаткові 300 грн. З досвіду відома відвідуваність театру. 
Використовуючи критерії Вальда, Севіджа і Гурвіца, визначте, скільки програмок повинна замовити адміністрація театру. Як зміниться  вибір, якщо кошти від реклами зростуть до 400 грн.
	Відвідуваність
	400
	450
	500
	550
	600

	Її імовірність
	0,1
	0,3
	0,3
	0,2
	0,1


9
9. В залежності від якості сировини S на виготовлення продукту підприємство споживає 5, 6 або 7 одиниць сировини. Якщо для випуску продукції сировини буде недостатньо, то її можна поповнити, що потребує додаткових затрат 4 у.о. на одиницю сировини. Якщо запаси сировини перевищать потреби, то затрати на зберігання лишків складуть 3 у.о. на одиницю сировини. Яку стратегію (А) вибрати: створити запаси 5, 6  чи 7 одиниць сировини, якщоа) імовірності потреби в сировині для 5, 6, 7 од. – 0,25; 0,35; 0,4 відповідно; б) імовірність потреби сировини рівноімовірна.

10. Фірма планує випустити товар, причому відомо, що фірма-конкурент планує запускати в продаж аналогічний продукт. Визначити коли випускати товар: до конкурента (А1), разом з ним (А2), після випуску продукту-конкурента (А3). Експерти підрахували прибуток фірми у випадках коли продукт-конкурент набагато кращий за наш (В1), такий же по характеристиках (В2), або гірший по якості (В3), див. табл. Для розрахунку використати критерій Гурвіца для випадків коли імовірності подій В1=0,5; В2=0,4; В3=0,1 та події є рівноімовірними. 

	Стратегія
	
Порівняння товарів

	
	В1
	В2
	В3

	А1 
	5
	5
	6

	А2
	3
	4
	8

	А3
	2
	4
	 7                              


11. Планується випуск нової моделі телефонів, підприємство  розробило 3 стратегії формування ціни Аі – висока, середня і низька ціна (з вкладанням коштів в рекламу і активне просування товару та без). Розрахований прибуток від продажу одиниці товару для кожної стратегії, в залежності від зростання цін постачальників  на матеріали і деталі до телефону.  Передбачаються імовірності встановлення конкретної ціни на витратні матеріали Qi. Яку стратегію (А) вибрати підприємству: рівень низьких цін, середній чи високий по критеріях Вальда, Севіджа  і Гурвіца?

	
	Ц1
	Ц2
	Ц3
	Ц4

	А1 
	10
	40
	50
	90

	А2
	30
	80
	40
	30

	А3
	40
	60
	60
	20

	q
	0,1
	0,2
	0,5
	0,2


1.3 Вказівки до розв’язання задач
Транспортне підприємство повинне визначити рівень своїх виробничих можливостей так, щоб задовольнити попит клієнтів на транспортні послуги на планований період. Прогнозується, що попит на транспортні послуги може прийняти значення: 10, 15, 20 або 25 тис. т. Для кожного рівня попиту існує найкращий рівень можливостей підприємства. Відхилення від цих рівнів приводять до додаткових витрат або через простій рухомого складу, або через неповне задоволення попиту на транспортні послуги. Можливі прогнозовані витрати на розвиток перевізних можливостей представлені в табл. 1.1

Таблиця 1.1 – Вихідні дані до задачі  

	Варіанти

перевізних можливостей 
	Варіанти попиту

	
	1
	2
	3
	4

	1
	6
	12
	20
	24

	2
	9
	7
	9
	28

	3
	23
	18
	15
	19

	4
	27
	24
	21
	15


Побудуємо матрицю затрат при всіх можливих значеннях попиту на транспортні послуги П і можливих стратегій розвитку підприємства А та матрицю ризиків.  Оскільки  аij – затрати, то rij = ajj - min  aj, де min  aj   – мінімальне значення стовпця):
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Критерій Вальда. 
Для нашої задачі підходить мінімаксний критерій:

· для А1:  max aij = 24;

· для А2:  max aij = 28;

· для А3:  max aij = 23;

· для А4:  max aij = 27.

W = min max aij = 23 ( найкращою стратегією розвитку перевізних можливостей буде третя стратегія (А3). 

Критерій мінімаксного ризику Севіджа. 

Вибір стратегії аналогічний вибору стратегії за принципом Вальда з тією відмінністю, що гравець керується не матрицею виграшів А, а матрицею ризиків R: S = min max rij ,     1( i (m, 1( j (n. Для нашої матриці:

· для А1:  max rij = 11;

· для А2:  max rij = 13;

· для А3:  max rij = 17;

· для А4:  max rij = 21.

S = min max rij = 11 ( найкращою стратегією розвитку перевізних можливостей буде перша стратегія (А1). 

Критерій песимізму-оптимізму Гурвіца. 

Виберемо значення коефіцієнта песимізму р = 0,5. Так як в прикладі aij  – затрати, то застосовуємо критерій:  HA = min ( p min aij + (1-p) max aij (.

Таблиця 1.2 – Результати обрахунку

	
	min aij
	max aij
	p min aij + (1-p) max aij

	для А1
	6
	24
	15

	для А2
	7
	28
	17,5

	для А3
	15
	23
	19

	для А4
	15
	27
	21


Оптимальне рішення – це вибір стратегії  А1.    

Практична робота № 2

Прийняття рішень В умовах РИЗИКУ
Мета роботи: освоїти і закріпити практичні навики по прийняттю і обґрунтуванню управлінських рішень в умовах ризику.
Питання для опрацювання.

1. Назвати сфери застосування дерев рішень.

2. Алгоритм побудови дерева рішень.

3. Як здійснюється розрахунок виграшів (або програшів) для кожної гілки дерева рішень?

4. Як проводиться розрахунок, коли невідома імовірність сприятливого чи несприятливого стану в дереві рішень?

2.2 Основні теоретичні відомості

 Як правило, в реальних виробничих умовах можна визначити лише імовірності появи тих чи інших подій, що впливають на кінцевий результат. Одним з методів прийняття рішень є аналіз ситуації з використанням дерева рішень. В даній теорії функціонують сторони і розглядаються можливі стратегії, що визначають певні дії в залежності від ситуації, що складається в ході гри.

Дерева рішень – це спосіб представлення правил у вигляді ієрархічної, послідовної структури, де кожному об'єкту відповідає єдиний вузол, що дає рішення.  Під правилом розуміється логічна конструкція, представлена у вигляді «якщо ... то ...».

Сфера застосування дерева рішень в даний час широка, але всі завдання, можуть бути об'єднані в наступні три класи:  

· опис даних (дерева рішень дозволяють зберігати інформацію про дані в компактній формі);
· класифікація (дерева рішень відмінно справляються із завданнями класифікації, тобто віднесення об'єктів до одного із заздалегідь відомих класів; цільова змінна повинна мати дискретні значення); 

· регресія (якщо цільова змінна має неперервні значення, дерева рішень дозволяють встановити залежність цільової змінної від незалежних (вхідних) змінних; наприклад, до цього класу відносяться завдання чисельного прогнозування (передбачення значень цільової змінної).

Алгоритм використання методу: 

1. Перша точка ухвалення рішення. На графіку ставиться одиниця, яка є першою точкою ухвалення рішення. 

2. Можливі дії. З першої точки ухвалення рішення проведіть дві або більше лінії. Кількість ліній залежить від кількості взаємовиключних варіантів дій (альтернатив). Над кожною лінією зробіть пояснюючий запис можливого варіанту дії.

3. Імовірність подій. Як правило, імовірність кожної події може бути високою, середньою або низькою. Наприклад, високий попит на продукцію, що продається, середній попит і низький попит. Запишіть імовірність кожної події (врахувати те, що значення суми імовірності дорівнює 100% або одиниці). 

 4. Очікуваний результат (виграш). Запишіть з правого боку від кожної імовірності передбачувані результати в цифровому вигляді при подібному розвитку подій.

5. Підрахунки результатів по кожній альтернативі. Для цього необхідно помножити очікуваний результат (виграш) на цифрове значення імовірності, тобто перемножуємо дані з пунктів 3 і 4. Таким чином, можна розрахувати результати, які вийдуть при різних мірах імовірності.  

6. Порівняння альтернатив. Підсумовуємо результати п. 5 окремо по кожній альтернативі. Отримані цифрові дані по альтернативах порівнюються між собою для вибору найбільш вигідного варіанту.

Тоді процес ухвалення рішень  в загальному випадку передбачає виконання наступних п'яти етапів. 

Етап 1. Формулювання завдання. Перш за все, необхідно відкинути чинники, що не відносяться до проблеми, а серед множини тих, що залишилися виділити істотні і неістотні. Виконуються процедури: визначення можливостей збору інформації за допомогою експерименту; складання переліку подій, які з певною імовірністю можуть статися; встановлення порядку розташування подій, в результатах яких міститься корисна і доступна інформація і тих послідовних дій, які можна зробити.

Етап 2. Побудова дерева рішень. 

Етап 3. Оцінка ймовірності станів середовища, тобто зіставлення шансів виникнення кожної конкретної події. Слід зазначити, що вказана імовірність визначається або на підставі наявної статистики, або експертним шляхом.

 Етап 4. Встановлення виграшів (або програшів як виграшів із знаком мінус) для кожної можливої комбінації альтернатив (дій) і станів середовища. 

Етап 5. Рішення задачі.

2.2 Завдання для розв’язання
1. Для підприємства розроблено три варіанти розвитку (А, В, С). Розмір виграшу, який можна отримати, залежить від сприятливого або несприятливого стану ринку: Імовірність сприятливого результату проекту А = 0,6; проекту В = 0,4; проекту С = 0,5. Використовуючи  дерево рішень, оберіть правильний проект.

	Проект
	Виграш в залежності від стану ринку, грн

	
	сприятливий
	несприятливий

	А
	(2+N)*100 000 
	(1+N)*100 000 

	В
	(3+N)*100 000 
	(1+N)*100 000 

	С
	(2,7+N)*100 000 
	(0,8+N)*10 000 


2. Фірма, що виробляє обчислювальну техніку, провела аналіз ринку нового високопродуктивного персонального комп'ютера. Якщо буде випущена крупна партія комп'ютерів, то при сприятливому ринку прибуток складе 250 тис. у.о, а за несприятливих умов фірма зазнає збитків в 185 тис. у.о. Невелика партія техніки в разі її успішної реалізації принесе фірмі 50 тис. у.о. прибутку і 10 тис. у.о. збитків - за несприятливих умов. Можливість сприятливого і несприятливого результатів фірма оцінює однаково. Використовуючи дерево рішень,  виберіть правильну техніко-економічну стратегію. Яка очікувана грошова оцінка найкращого рішення?
3. Для задачі 2 припустимо, що фірма наймає експерта для оцінки перспективи стану ринку (керівництво розуміє, що додаткове дослідження як і раніше не здатне дати точної інформації, але воно допоможе уточнити очікувані оцінки кон'юнктури ринку, змінивши тим самим значення імовірності) Дослідження ринку, яке провів експерт, обійшлося фірмі в 15 тис. у.о. Експерт вважає, що з імовірністю 0,6 ринок виявиться сприятливим. В той же час при позитивному висновку експерта сприятливі умови очікуються лише з імовірністю 0,8. При негативному висновку з імовірністю 0,15 ринок також може виявитися сприятливим. Використовуючи дерево рішень,  виберіть правильну техніко-економічну стратегію. Яка очікувана грошова оцінка найкращого рішення? Чи слід замовляти експертові додаткове обстеження ринку? 
4. Головному інженерові компанії, треба вирішити, впроваджувати чи ні нову виробничу лінію, що використовує новітню технологію. Якщо нова лінія безвідмовно працюватиме, компанія отримає прибуток 200 млн. грн. Якщо ж вона відмовить, то компанія може втратити 150 млн. грн. По оцінках інженера, існує 60% шансів, що нова виробнича лінія відмовить. Можна створити експериментальну установку, а потім вже вирішувати, вмонтовувати чи ні виробничу лінію. Експеримент обійдеться в 10 млн. грн. Існує 50% шансів, що експериментальна установка працюватиме. Якщо експериментальна установка працюватиме, то 90% шансів за те, що виробнича лінія, якщо її змонтувати, також працюватиме. Якщо ж експериментальна установка не працюватиме, то лише 20% шансів за те, що виробнича лінія працюватиме. Чи слід будувати експериментальну установку? Чи слід впроваджувати виробничу лінію?
5. Підприємець провів аналіз, пов'язаний з відкриттям нового магазину. Якщо він відкриє великий магазин, то при сприятливому ринку отримає 60 млн. грн, при несприятливому ж ринку зазнає збитків 40 млн. грн. Маленький магазин принесе йому 30 млн. грн. прибутку при сприятливому ринку і 10 млн. грн. збитків при несприятливому. Можливість сприятливого і несприятливого ринків він оцінює однаково. Дослідження ринку, яке можна замовити в спеціалістів коштує 5 млн. Експерти вважають, що з імовірністю 0,6 ринок виявиться сприятливим. В той же час при позитивному висновку експертів ринок виявиться сприятливим лише з імовірністю 0,9. При негативному висновку експертів ринок теж може виявитися сприятливим з імовірністю 0,12. Чи слід замовити проведення обстеження ринку? Чи слід відкрити великий магазин? Яка очікувана вартісна цінність найкращого рішення?
6. Для інноваційної розробки конструкторського бюро КБ є 2 варіанти отримання прибутку: випуск продукту А або реєстрація і продаж патенту на виріб В. Прибутки  і збитки по кожній стратегії наведені в таблиці:

	Проект
	Витрати на проект

млн.грн
	Виграш в залежності від стану ринку, млн. грн

	
	
	сприятливий
	несприятливий

	А
	1
	5
	1

	В
	0,05
	1
	0,1


Імовірність сприятливого розвитку подій для А = 45%, для В=85%.

Бюро має можливість випустити невелику пробну партію виробу (стратегія С), затративши на це 0,15 млн. грн:

	Проект
	Витрати на проект

млн.грн
	Виграш в залежності від стану ринку, млн. грн

	
	
	сприятливий
	несприятливий

	С
	0,15
	0,3
	0.2


Імовірність сприятливого стану ринку в цьому випадку 65%. Причому при позитивному результаті  від цієї стратегії імовірності стратегій А і В зміняться: А = 80%, для В=25%. Вибрати стратегію для КБ, визначити чи варто проводити випуск невеликої партії товару?
7. Фірма набирає працівників на роботу, кандидатів можна поділити на три групи А, В, С: зі значним досвідом роботи, з дипломом про вищу освіту по спеціальності, без стажу роботи і відповідної освіти. 

	Кандидати
	Середня заробітна плата, тис. грн
	Прибуток компанії, тис. грн/міс

	
	
	ефективна робота працівника


	неефективна робота працівника



	А
	10
	80
	40

	В
	8
	60
	20

	С
	6
	40
	20


Імовірність того що найманий працівник буде ефективно працювати А=90%, В=70%, С=60%.

Додатково фірма може провести тренінги для набраних працівників, затративши 10 тис. грн. Відсоток успішного проходження навчання на цих тренінгах кандидатами – 60%. При умові успішного проходження тренінгів імовірності ефективної роботи кандидатів складуть: А=98%, В=95%, С=80%. При неуспішному відповідно - А=50%, В=35%, С=30%.

Вибрати найкращу стратегію.
8. Футбольний клуб хоче купити гравця в свою команду. Ціна яку він може запропонувати залежить від часу здійснення покупки: при складанні договору зараз (стратегія А) очікувана ціна складе 10 млн. грн, при складанні договору в середині сезону (після проведення кількох ігор – В), чи в кінці футбольного сезону – С ціна залежить від кількості можливих забитих голів в сезон:

	Стратегія
	Ціна трансферу, млн. грн

	
	низька результативність гравця
	середня

результативність гравця
	висока

результативність гравця

	В
	7
	17
	20

	С
	5
	15
	25


Імовірності розвитку подій для стратегії В: низька – 10%, середня – 40%, висока – 50%, для стратегії С: низька – 10%, середня – 30%, висока – 60%.

9.Розвязати задачу 8 при умові, що клуб замовляє за додаткові 200 тис. грн. в експертів оцінку показників гравця. Імовірність позитивної оцінки його експертами складає 80%. В такому випадку імовірності розвитку подій для стратегій В і С однакові: низька – 10%, середня – 20%, висока – 70%.  При негативній оцінці гравця експертами імовірності: низька – 40%, середня – 60%, висока – 20%. Визначити чи доцільно замовляти дослідження експертів.
10. Після закінчення школи випускник оцінює наступні варіанти: поступити у ВНЗ стратегія А,  закінчити спеціалізовані курси – В , піти на роботу – С. 

	Стратегія
	Витрати на навчання, за рік
	Очікуваний рівень прибутку через 5 років, за рік

	
	
	сприятливий стан


	несприятливий стан



	А
	10
	70
	60

	В
	5
	80
	45

	С
	0
	36
	24


Очікувана імовірність сприятливого стану ринку праці в галузі через 5 років – 60%. Для будь-якого з варіантів випускник може вибрати додатково проходження курсів підвищення кваліфікації, витративши додатково ще 10 тис. грн. Імовірність успішного проходження курсів – 95%, після чого  імовірності сприятливого стану ринку праці зміняться: А=90%, В=80%, С=65%. Вибрати стратегію випускника порахувавши прибуток за 5 років роботи.
11. Розв’язати задачу 10 при наступних умовах:

а) вибрати стратегію випускника порахувавши прибуток за 5 і 20 років роботи, якщо очікувана імовірність сприятливого стану ринку праці в галузі через 5 років – 60% а через 20 років – 30%.

б) вибрати стратегію випускника порахувавши прибуток за 5 і 20 років роботи, якщо очікувана імовірність сприятливого стану ринку праці в галузі через 5 років – 30 % а через 20 років – 70 %.
2.3 Вказівки до розв’язання задач
Певна компанія склала план виготовлення нової продукції (спосіб реалізації послуги) у вигляді 2-3 альтернативних варіантів, що відрізняються величиною капіталовкладення, затратами на обслуговування, та ін. показниками. Рішення про вибір варіанту розвитку залежить сприятливого чи несприятливого стану ринку (наприклад, від очікуваного попиту на продукт (послугу) – високий чи низький).
Таблиця 2.1 – Дані до задачі
	Номер
стратегії
	Дії компанії
	Виграш при оцінці стану ринку, грн

	
	
	сприятливий
	несприятливий

	1
	Випуск продукту 1 (а1)
	300 000
	-150 000

	2
	Випуск продукту 2 (а2)
	250 000
	-70 000

	3
	Випуск продукту 3 (а3)
	100 000
	-10 000


Приймемо ймовірність встановлення сприятливого чи несприятливого стану ринку 0,5 (50%).

На основі таблиці 2.1 можна побудувати дерево рішень (рис.2.1).  Процедура ухвалення рішення полягає в обчисленні для кожної вершини дерева (при русі справа наліво) очікуваних грошових оцінок та відкиданні неперспективних гілок.
Рисунок 2.1 – Дерево рішень
Визначаємо середній очікуваний виграш:

· для вершини 1: В1 = 0,5 * 300 000 + 0,5 * (-150 000) = 75 000 грн;
· для вершини 2: В2 = 0,5 * 250 000 + 0,5 * (-70 000) = 90 000 грн;
· для вершини 3: В3 = 0,5 * 100 000 + 0,5 * (-10 000) = 45 000 грн.
Висновок. Найбільш оптимально вибрати стратегію а2.
Практична робота № 3

оцінка параметрів системи при різних типах групування даних
Мета: навчитись порівнювати сукупності оцінок параметрів системи при різних типах групування даних.
Питання для опрацювання.

1. Пояснити різницю між поняттями: атрибутивний, варіаційний, ранжований ряд.
2. Пояснити різницю між поняттями дискретний і інтервальний ряд.
3. Як сформувати інтервальний ряд даних?
4. Що таке мода? Обчислення моди для інтервального і дискретного рядів.
5. Що таке медіана? Обчислення медіани для інтервального і дискретного рядів.
6. Пояснити різницю в визначення і застосуванні наступних видів середнього: середнє арифметичне, середнє квадратичне, середнє геометричне, середнє гармонійне.
3.1 Основні теоретичні відомості
Найважливішою частиною системного аналізу є збір, групування і оцінка закономірностей сукупності даних про систему, що вивчається. Залежно від того, яка ознака (кількісна або якісна) узята за основу угрупування даних, розрізняють відповідно типи рядів розподілу. 

 Якщо за основу угрупування узята якісна ознака, то такий ряд розподілу називають атрибутивним (розподіл по найменуваннях)

Якщо ряд розподілу побудований за кількісною ознакою, то такий ряд називають варіаційним. Побудувати варіаційний ряд − означає упорядкувати кількісний розподіл одиниць сукупності по значеннях ознаки, а потім підрахувати кількість одиниць сукупності з цими значеннями (побудувати групову таблицю). Виділяють три форми варіаційного ряду: ранжований ряд, дискретний і інтервальний ряд.

Ранжований ряд − це розподіл окремих одиниць сукупності в порядку зростання або убування досліджуваної ознаки, що дозволяє легко розділити кількісні дані по групах, відразу виявити найменше і найбільше значення ознаки, виділити значення, які найчастіше повторюються. В такому ряді кожному об’єкту присвоюється певний ранг – місце в цьому ряді. У тому випадку, якщо кілька елементів мають той самий ранг, то кожному з них присвоюється середнє від займаних ними місць. 

Дискретний ряд − це такий варіаційний ряд, в основу побудови якого покладені ознаки з переривчастою зміною (дискретні ознаки). До останніх можна віднести тарифний розряд, кількість дітей в сім'ї, число працівників на підприємстві. Ці ознаки можуть мати лише визначені значення. 

Якщо ознака неперервно змінюється (розмір доходу, стаж роботи, вартість основних фондів підприємства і так далі, які в певних межах можуть набувати будь-яких значень), то для цієї ознаки потрібно будувати інтервальний варіаційний ряд. Групова таблиця такого ряду містить дві колонки. У першій вказується значення ознаки в інтервалі «від-до» (варіанти) у другій − число одиниць, що входять в інтервал (частота). Частота – це число повторень окремого варіанту значень ознаки, позначається fi, іноді вказується сума накопичених частот, рівна об'єму досліджуваної сукупності. 

Якщо не задано інакшого, то для побудови ряду необхідно вибрати оптимальне число груп (інтервалів ряду) і встановити довжину інтервалу. Величина одного інтервалу ряду визначається як відношення розмаху варіації R (різниця між найбільшим і найменшим значенням) до кількості груп даних m: 
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 − число одиниць сукупності.

Як порівнювати такі сукупності? Очевидно, найпростіший спосіб – по середніх значеннях. Відомі різні види середніх величин: медіана, мода, середнє арифметичне, середнє геометричне, середнє гармонійне, середнє квадратичне. 
Нехай деякий параметр системи заданий множиною дискретних значень. Необхідно охарактеризувати ряд по його середніх величинах. Використання середнього арифметичного ґрунтується на припущенні, що вихідна величина розподілена нормально − всі можливі значення сконцентровані біля деякого найбільш частого значення а відхилення в більшу і меншу сторону відносно невеликі. Реально такий розподіл зустрічається рідко.

Тривалість обслуговування абонентів, час очікування, сума контракту, розмір переведення, частка ринку, відсоток приросту − всі ці і багато інших показників розподілено ненормально, і їх, як правило, не варто усереднювати за допомогою середнього арифметичного. Нормальний розподіл зазвичай зустрічається при великому числі значень − сотні і тисячі штук. Значення середнього гармонійного застосовується тоді, коли необхідно, щоб при усередненні незмінною залишалась сума величин обернених усереднюваним, найчастіше коли параметри ряду зв’язані з часом і продуктивністю.

 Наприклад: працівник А виконує операцію за 10 хв, а працівник Б – за 25. За скільки часу вони разом виконають операцію. Відповідь: 14 хв 17 сек (на відміну від середнього арифметичного 17 хв 30 сек), що дозволяє визначити темп надходження заявок на обслуговування.

Перші 100 км шляху автомобіль проїхав зі швидкістю 50 км/год, другі 100км – 80 км/год. Тоді середня швидкість його руху – за середнім гармонійним – 61,54 км/год – така, при якій на ту ж дорогу затрачається той же час.

Середнє геометричне застосовується тоді, коли значення параметра виражають відносні величини динаміки, побудовані у вигляді ланцюжкових величин, як відношення кожного наступного члена ряду до попереднього, найчастіше зустрічається в бізнес-задачах з відсотками і долями, якщо в задачі якісні показники змінюються (ростуть чи падають).

Наприклад, в 2015 році прибуток виріс на 12% від попереднього року, в 2016 – на 42  %. На скільки в середньому виріс прибуток 
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Середнє квадратичне обраховується для обчислення середньої величини сторін n квадратних ділянок, середніх діаметрів труб, значень напруги і сили змінного струму – для обчислення яких використовується квадратична функція.

Мода − це варіант ряду, що найбільш часто зустрічається. Модою для дискретного ряду є варіант, з найбільшою частотою. При обчисленні інтервального варіаційного ряду необхідно спочатку визначити модальний інтервал (по максимальній частоті), а потім − значення модальної величини ознаки по формулі:
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де 
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 − частота модального інтервалу, інтервалу перед ним і наступного за модальним. 

Медіана − це значення ознаки, яке ділить цей ряд на дві рівні за чисельністю частини. Для визначення медіани в дискретному ряді за наявності частот спочатку обчислюють напівсуму частот 
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, а потім визначають, яке значення варіанту доводиться на неї. (Якщо відсортований ряд містить непарне число ознак, то номер медіани обчислюють за формулою: Ме = (n + 1)/2, n - число ознак в сукупності. В випадку парного числа ознак медіана рівна середньому з двох центральних ознак. 

При обчисленні медіани для інтервального варіаційного ряду спочатку визначають медіанний інтервал, в межах якого знаходиться медіана, а потім − значення медіани по формулі: 
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де 
[image: image23.wmf]e

M

 − шукана медіана, 
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3.2 Завдання для розв’язання
1. Розділити групу студентів на підгрупи по 5 чоловік, кожна підгрупа вибирає певний вид продукції в асортименті 5 – 8 широковідомих марок і проводить їх незалежну оцінку кожним із членів підгрупи (виставляє оцінку кожному виду продукції).  Заповнити таблицю і отримати ранжований ряд видів продукції для кожної підгрупи.
	Об’єкт 

oцінки


	Респонденти

(кількість студентів в групі)
	Сер. арифм. оцінок
	Ранг по середн.

оцінці
	Мода
	Медіана
	Ранг по методу медіан

	
	1
	2
	…
	N
	
	
	
	
	

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	П1
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	П2
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	…
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Пm
	
	
	
	
	
	
	
	
	


2. Для заданих дискретних рядів визначити величини основних середніх: гармонічне, геометричне, арифметичне, квадратичне.
	№\хі
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	4,6
	6,1
	5,1
	5,9
	2,4
	4,0
	5,5
	2,3
	8,1
	7,8

	2
	33
	40
	35
	39
	22
	30
	37
	22
	51
	49

	3
	26
	41
	31
	39
	4
	20
	35
	3
	61
	58

	4
	1289
	2042
	1546
	1946
	192
	1029
	1739
	179
	3079
	2924

	5
	38
	65
	59
	6
	-11
	63
	35
	-19
	21
	56

	6
	6,6
	8
	7
	7,9
	4,4
	6
	7,4
	4,4
	10,2
	9,9

	7
	66
	69
	68,5
	64
	50
	61
	67
	52
	65
	67

	8
	80
	88
	78
	81
	77
	89
	88,5
	85
	86
	70

	9
	9
	9,5
	9,1
	8,9
	8,5
	10
	9,9
	9,9
	10,2
	9,5

	10
	100
	112
	220
	150
	66
	78
	144
	111
	30
	1


3. Для випадкового набору даних (не менше 50) сформувати інтервальний варіаційний ряд. Розрахувати середнє арифметичне, моду і медіану для інтервального ряду за означенням і використовуючи засоби MS Excel.

3.3 Вказівки до розв’язання задач
Оцінити середні значення для різних типів варіаційних даних. 

3.3.1 Для ранжованих рядів.
Розглянемо обробку думок експертів, виміряних в порядковій шкалі. Кожен з 5 експертів виставляє оцінку кожному з об'єктів експертизи від 1 до n (наприклад, одному з варіантів стратегічного розвитку фірми, якості продукту П, тощо), колонка 2 таблиці. Метою дослідження є отримання ранжованого ряду видів продукції чи послуг з рангами від 1 – найкращий продукт, до 8 – найгірший, що може бути основою для прийняття рішень про збільшення/зменшення об’ємів виготовлення продукції, проведення реклами, тощо. 

Таблиця 3.1 – Дані експертизи 
	Об’єкт 

оцінки
	Експерти (респонденти)
	Сер. арифм. оцінок
	Ранг по середн. оцінці
	Мода
	Медіана
	Ранг по методу медіан

	
	1
	2
	3
	4
	5
	
	
	
	
	

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	П1
	8
	5
	6
	4
	6
	5,8
	6
	6
	6
	5,5

	П2
	1
	6
	2
	8
	7
	4,8
	5
	–
	6
	5,5

	П3
	7
	1
	3
	1
	1
	2,6
	2
	1
	1
	1

	П4
	6
	4
	4
	2
	2
	3,6
	3
	2 і 4
	4
	3,5

	П5
	2
	3
	1
	3
	3
	2,4
	1
	3
	3
	2

	П6
	3
	2
	5
	5
	4
	3,8
	4
	5
	4
	3,5

	П7
	5
	8
	8
	6
	8
	7
	8
	8
	8
	8

	П8
	4
	7
	7
	7
	5
	6
	7
	7
	7
	7


Якщо обрахувати середнє арифметичне рангів кожного рядка, то можна впорядкувати продукти в порядку зростання середнього значення (колонки 3 і 4). При детальнішому аналізі видно, що на результат ранжування вплинула значна розбіжність думок експертів щодо продуктів П3, П4, П5, це показує недолік використання середньоарифметичних значень в порядкових шкалах. Для порядкової шкали оцінкою може служити обчислення медіани і моди оцінок експертів.

Мода показує який показник зустрічається найчастіше в розподілі продукту по місцях (колонка 5). Для обчислення медіани (колонка 7) впорядковуємо по зростанню кожен рядок і знаходимо значення, що стоїть в середині ряду (наприклад перший – 4,5,6,6,8 медіана – 6 – половина респондентів поставили продукт на місце менше 6, а друга половина – більше 6). Впорядковуємо продукти в порядку зростання медіан (колонка 7).

Розглянутий приклад демонструє схожість і відмінність ранжувань, отриманих за методом середніх арифметичних рангів і по методу медіан, а також користь від їх спільного застосування. 

3.3.2 Для дискретних рядів. 
Для дискретних рядів величини основних середніх: гармонічне, геометричне, арифметичне, квадратичне визначаються згідно формул:
Таблиця 3.2 – Види середніх
	Вид середнього
	гармонічне
	геометричне
	арифметичне
	квадратичне

	Показник степеня
	-1
	1
	0
	2

	Формула
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3.3.3 Для інтервальних рядів.
Якщо не задано інакшого, то для побудови інтервального ряду необхідно вибрати оптимальне число груп (інтервалів ряду) і встановити довжину інтервалу. Величина одного інтервалу ряду визначається як відношення розмаху варіації R (різниця між найбільшим і найменшим значенням) до кількості груп даних m: 
[image: image33.wmf]hRm

=

, де 
[image: image34.wmf]maxmin

RXX

=-

, 
[image: image35.wmf]13,322lg

mn

=+

, 
[image: image36.wmf]n

 – число одиниць сукупності.
У разі  інтервального  згрупованого ряду для отримання середнього арифметичного значення шукаються середини кожного інтервалу і підсумовуються добутки середини i-го інтервалу на частоту в цьому інтервалі:
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Дано інтервальний варіаційний ряд (табл 3.3)  розподілу користувачів послуг певного підприємства в залежності від їх віку.
Таблиця 3.3 – Інтервальний варіаційний ряд 

	Вікові групи

інтервал,

хі
	Середина інтервалу

сі
	Число користувачів
 fi
	Сума накопичених частот
 Si

	До 20 р
	17,5
	346
	346

	20 — 25
	22,5
	872
	1218

	25-30
	27,5
	1054
	2272

	30 — 35
	32,5
	781
	3053

	35 — 40
	37,5
	212
	3265

	40 — 45
	42,5
	121
	3386

	> 45 р
	47,5
	76
	3462

	Всього, S
	
	3462
	


Тут модальний інтервал знаходиться в межах вікової групи 25-30 років, оскільки на цей інтервал доводиться найбільша частота (1054). Розрахуємо величину моди: 
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 Це означає що модальний вік користувачів дорівнює 27 рокам.

 Обчислимо медіану. Медіанний інтервал знаходиться у віковій групі 25‑30 років, оскільки в межах цього інтервалу розташована варіанту, яка ділить сукупність на дві рівні частини (Σfi/2 = 3462/2 = 1731). Далі підставляємо у формулу необхідні числові дані і маємо значення медіани: 

[image: image41.png]



Це означає що одна половина користувачів має вік до 27,4 років, а інша понад 27,4 років.
Додаткові вказівки до виконання.
Використовуючи MS Excel  (див. рис. 3.1) необхідно здійснити наступні розрахунки:

1. Згенерувати дискретний ряд цілих чисел (кількість не менше 50) в діапазоні від 0 до 1000 використовуючи функцію RAND() (повертає випадкове число в діапазоні від 0 до 1) за формулою: =1000* RAND().
2. Визначити розмах ряду R, кількість  інтервалів m і ширину інтервалу h.
3. Записати у стовпчик межі інтервалів ([X0; X0+h),  [X0+h; X0+2h), [X0+2h; X0+3h)…). Знайти середини інтервалів – стовпчик сі.
4. Підрахувати кількість попадань чисел ряду в кожен інтервал fі.  Для цього використаємо  функцію =FREQUENCY (масив даних; масив інтервалів), яка обраховує накопичену частоту Sj появи значень в  інтервалі від  X0  до  X0+j*h .
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Рисунок 3.1  – Побудова інтервального ряду
5. Знайти розподіл частот по окремих інтервалах, для цього знайти різницю накопичених частот для кожного інтервалу: fi = Si – Si-1.
(Або: якщо після запису цієї функції виділити комірки значень частот  натиснути F2 а потім клавіші CTRL + SHIFT + ENTER  отримаємо формулу в вигляді масиву частот даних по окремих інтервалах:

f j ={= FREQUENCY(масив даних; масив інтервалів)}.)
6. Використати функції  =MODE.SNGL; =MEDIAN; =AVERAGE для визначення середнього, моди та медіани ряду. Порівняти отримані значення з обрахованими за формулами (3.1) і (3.2) і (3.3).
Практична робота № 4
Оцінка статистичних параметрів рядів випадкових даних
Мета: навчитись аналізувати і розраховувати основні характеристики статистичних рядів.
Питання для опрацювання.

1. Поняття випадкової величини, генеральної сукупності, вибірки.
2. Варіаційний і статистичний ряди.
3. Формування дискретних та інтервальних статистичних рядів.
4. Побудова гістограми і полігону частот статистичного ряду.
5. Основні числові характеристики статистичних рядів.
6. Довірчий інтервал для генерального середнього.
4.1 Основні теоретичні відомості
При вивченні більшості видів процесів, що динамічно змінюються, виникає необхідність обробки великих обсягів інформації, поданої у вигляді статистичних рядів. 

Випадковою величиною називається така величина, яка в результаті досліду може прийняти те чи інше значення, яке з точністю не можна передбачити. Всі випадкові величини діляться на дискретні і неперервні. Дискретна випадкова величина приймає фіксовані значення на відрізку [а,б]. Неперервна випадкова величина може приймати на відрізку [а,б] будь-яке значення.

Сукупність об'єктів або спостережень, всі елементи якої підлягають вивченню при статистичному аналізі, називається генеральною сукупністю. На практиці часто дослідити всі об’єкти генеральної сукупності неможливо. Тому при статистичному аналізі, як правило, вивчається не вся генеральна сукупність, а деяка її частина.

Частина об'єктів генеральної сукупності, використовувана в ході дослідження, називається вибіркою. Число об'єктів (спостережень) вибірки називається її об'ємом і позначається n. Суть вибіркового методу в статистиці полягає в тому, що висновки, зроблені на основі вивчення вибірки, розповсюджуються на всю генеральну сукупність.

Слід зазначити, що незалежно від способу організації вибірки вона повинна правильно відображати кількісні співвідношення генеральної сукупності, тобто бути репрезентативною. Крім того, всі елементи генеральної сукупності повинні мати однакову ймовірність бути відібраними у вибірку, тобто вибірка повинна бути випадковою. Для результатів, що отримані при вибірковому дослідженні, необхідна перевірка на точність і статистичну значущість; спосіб формування вибірки та її об’єм повинні відповідати певному методу обробки даних.

4.1.1 Представлення статистичних рядів.
Припустимо, що необхідно вивчити деяку ознаку генеральної сукупності Х, для чого було проведено n вимірювань цієї ознаки ї складено вибірку її значень {х1, х2 ,..., хn} об'єму n.

Різні елементи вибірки називаються варіантами. Число ni, що показує, скільки разів варіанта хi зустрічається у вибірці, називається частотою варіанти. Число wi, що дорівнює відношенню частоти варіанти ni до об'єму вибірки n, називається відносною частотою варіанти хi:
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Ряд варіант, розташованих в порядку зростання їх значень, називається варіаційним рядом. Ряд, що містить варіанти і відповідні їм частоти (чи відносні частоти) називається статистичним рядом.

Статистичний ряди бувають дискретними та інтервальними, в залежності від виду випадкових величин – дискретні чи неперервні.

Дискретний і інтервальний ряди можна представити таблицею (табл. 4.1 і табл. 4.2):

Таблиця 4.1 – Дискретний статистичний ряд
	Варіанти  хi
	х1
	х2
	…
	хk

	Частоти  ni
(відносні частоти  wi)
	n1 (w1)
	n2 (w2)
	…
	nk (wk)


Таблиця 4.2 – Інтервальний статистичний ряд
	Інтервали  
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	Частоти ni 

(відносні частоти  wi)
	n1 (w1)
	n2 (w2)
	…
	nk (wk)


Для статистичних рядів повинні виконуватися рівності: 
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Для наочності використовують графічне зображення статистичних рядів у вигляді полігону частот (відносних частот) та, виключно у випадку інтервального ряду, гістограми.

Гістограмою називається ступінчаста фігура, яка складається з прямокутників з основами, що дорівнюють довжині інтервалів 
[image: image50.wmf]D

 та висотами, що дорівнюють частотам ni (відносним частотам wi) на відповідних інтервалах.

Полігоном частот (відносних частот) називається ламана лінія, що сполучає точки площини з координатами: (хi; ni) або (хi; wi) для 
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 у разі дискретного статистичного ряду; (сi; ni) або (сi; wi) у разі інтервального ряду, де сі  − середина і-того інтервалу, 
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За статистичним рядом можна встановити емпіричну (тобто отриману в результаті експерименту або спостережень) функцію розподілу та емпіричну щільність розподілу випадкової величини Х.

Емпіричною функцією розподілу називається функція:
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Відмітимо, що для інтервального ряду вказуються не конкретні значення варіант, а тільки їх частоти на інтервалах. Тому емпірична функція розподілу визначена тільки на кінцях інтервалів. Її можна зобразити ламаною, такою, що  проходить через точки (аi; 
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Емпіричною щільністю розподілу для інтервального ряду називається функція:
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Рисунок 4.1 − Гістограма і полігон частот
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Рисунок 4.2 − Графіки емпіричної функції розподілу та щільності розподілу

4.1.2 Числові характеристики статистичних рядів

Основною числовою характеристикою статистичного незгрупованого ряду є середнє арифметичне,  величина якого для генеральної сукупності − μ та для вибірки − 
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, яка обчислюється за формулами:
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У разі  інтервального  згрупованого статистичного ряду підсумовуються середини i-го інтервалу:
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де 
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с

 − середина і-го інтервалу, 
[image: image67.wmf]i

n

 − кількість попадань в інтервал.

Зауваження. Оскільки статистичний ряд є емпіричним законом розподілу величини Х, то вибіркове середнє 
[image: image68.wmf]х

зазвичай вважається аналогом або оцінкою математичного очікування μ  випадкової величини Х. Хоча це твердження безумовно вірне тільки для нормального закону розподілу.

Модою Мо називається таке значення величини Х, яке спостерігається у вибірці з найбільшою частотою. Мода не застосовується тоді, коли гістограма або полігон частот показують наявність двох або більше вершин («піків»).

Медіаною Ме називається таке значення величини Х, яке розділяє вибірку, елементи якої розташовані у порядку зростання, на дві рівні за об’ємом частини. На значення медіани не впливають зміни значень крайніх елементів впорядкованої вибірки, тому у випадках наявності  даних, які значно відрізняються від всіх інших (так званих викидів), медіана є більш усталеною оцінкою центральної тенденції, ніж вибіркове середнє.

Дисперсія – характеризує розкид випадкової величини відносно її середнього, для генеральної сукупності і для вибірки відповідно: 
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Якщо немає потреби в корекції числових параметрів вибірки для аналізу сукупності (наприклад, для внутрішнього аналізу вибірки), використовують змінену формулу (зміщена оцінка): 
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Середнє квадратичне відхилення випадкової величини − міра розсіювання величини відносно середнього для всієї сукупності даних 
[image: image73.wmf]s

 і для деякої вибірки з 
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даних S:
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Вибіркове середнє квадратичне відхилення теж є показником розсіювання елементів вибірки відносно їх середнього значення, але, на відміну від дисперсії, воно має ті одиниці вимірювання, які мають елементи вибірки.

4.1.3 Довірчі інтервали і довірча імовірність.
Однією з основних задач математичної статистики є оцінка числових характеристик (параметрів) генеральної сукупності за вибірковими даними.

Для вибірки можна обчислити такі числові характеристики, як: вибіркове середнє, мода, медіана, вибіркова дисперсія та вибіркове середнє квадратичне відхилення. Для генеральної сукупності часто визначаються не самі ці параметри, а довірчі інтервали.

Довірчим інтервалом DI для певного параметру генеральної сукупності називається такий числовий інтервал, в межах якого знаходиться цей параметр. Ймовірність, з якою довірчий інтервал захопить істинне значення параметру, називається довірчою ймовірністю або рівнем надійності і позначається 
[image: image76.wmf]g

.

Значення довірчої імовірності обирає дослідник залежно від того, яку ступінь точності розрахунків вимагає дослідження. Зазвичай це значення знаходиться в інтервалі від 0,9 до 0,999. Якщо вимоги точності дуже високі, то для довірчої ймовірності обирається значення 0,999; якщо підвищені – 0,99; звичайні – 0,95; знижені – 0,9.

Довірчі інтервали розраховуються з урахуванням певних вимог до генеральної сукупності. Зазвичай це вимога нормального розподілу її даних.

Нехай Х – генеральна сукупність, що підкоряється нормальному закону розподілу; генеральна дисперсія D невідома; 
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 – вибірка з генеральної сукупності об’єму п; 
[image: image78.wmf]x

 – вибіркове середнє; S – вибіркове середньоквадратичне відхилення. Потрібно знайти довірчий інтервал для генерального середнього а із заданим рівнем надійності 
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Шуканий довірчий інтервал знаходиться за формулою:
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де 
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 – стандартна помилка;
 t – розподіл Стьюдента, який використовується для малих вибірок (як правило, 𝑛<30) і є у будь‑яких статистичних довідниках, або шукається за допомогою вбудованої функції Excel T.INV (
[image: image83.wmf]1

g

-

, п-1);

Z – Z-критичне значення для нормального розподілу для великих вибірок. Обчислюється за допомогою функції NORM.S.INV.
4.2 Завдання для розв’язання
1. За даними вибіркового дослідження було отримано розподіл родин за доходом на одного їх члена (згенерувати випадкові 100 чисел від 1000 до 20000 грн.). Побудувати інтервальний статистичний ряд, графіки: полігон частот, гістограму, полігон відносних частот, емпіричну функцію розподілу.
2. За даними вибіркового дослідження відомі ціни хі певного товару у різних торгівельних організаціях (див. табл., де N -  номер студента по списку). Знайти всі можливі числові характеристики за даними таблиці (вибіркове середнє, медіану, розмах ряду, дисперсію, вибіркове середнє квадратичне відхилення, коефіцієнт варіації).

	100
	100+N
	110
	115
	125-N/2
	125+n/2
	140
	145
	145
	150-N


3. За даними вибіркового дослідження відома кількість людей, що відвідували лікарню протягом року. Дані згруповані залежно від віку відвідувачів (див. табл.). Знайти всі можливі числові характеристики за даними таблиці (вибіркове середнє, моду, розмах ряду, дисперсію, вибіркове середнє квадратичне відхилення, коефіцієнт варіації).)

	Вік
	20-29
	30-39
	40-49
	50-59
	60-69

	Кількість відвідувань
	45+N
	36+2N
	175+3N
	360+4N
	820+5N


4. Після механічної обробки деталей на верстаті здійснюється контроль їх розмірів. Визначити довірчий інтервал для вимірюваного параметра, якщо об’єм вибірки -  п, середнє значення вимірюваного розміру вибірки 
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, мм, вибіркове стандартне відхилення S мкм, рівень надійності 
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	N, п/п
	п
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	N, п/п
	п
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	1
	10
	20
	400
	0,9
	6
	60
	28
	900
	0,95

	2
	20
	14
	500
	0,91
	7
	70
	35
	800
	0,96

	3
	30
	22
	600
	0,92
	8
	80
	40
	700
	0,97

	4
	40
	15
	700
	0,93
	9
	90
	45
	600
	0,98

	5
	50
	25
	800
	0,94
	10
	100
	50
	1000
	0,99


5. Автомат фасує чай в пачки. Проведено вибірку об’ємом п пачок. Середня вага пачки чаю у вибірки 
[image: image90.wmf]x

, г, вибіркове стандартне відхилення S г. Знайти довірчий інтервал для середньої ваги пачки чаю в генеральної сукупності із рівнем надійності 
[image: image91.wmf]g

. Знайти об’єм вибірки, якщо потрібна ширина довірчого інтервалу 
[image: image92.wmf]±

1 грам.

	N, п/п
	п
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	N, п/п
	п
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	1
	30
	200
	4
	0,9
	6
	55
	92
	3
	0,95

	2
	35
	148
	3
	0,91
	7
	60
	90
	6
	0,96

	3
	40
	152
	6
	0,92
	8
	65
	98
	5
	0,97

	4
	45
	150
	5
	0,93
	9
	70
	102
	4
	0,98

	5
	50
	88
	4
	0,94
	10
	75
	100
	3
	0,99


4.3 Вказівки до розв’язання задач
1. Побудова гістограми і полігону розподілу частот.

Необхідно сформувати інтервальний ряд даних (див. тема № 3), для цього визначаємо:

· розмах ряду R, кількість інтервалів h і ширину інтервалу розбиття m:
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 - число одиниць сукупності;

· межі інтервалів [X0; X0+j*h);

· кількість попадань (частоту) чисел ряду в кожному інтервалі fі  :

f j ={= FREQUENCY (масив даних; масив інтервалів)}

Для побудови гістограми необхідно виділити область частот та викликати Вставлення – Діаграма – Гістограма, появиться діалогове вікно майстра діаграм (рис.4.3 а) або б)). Задати необхідні для побудови гістограми параметри. Отримаємо вигляд рис.4.4 а).
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     б)

Рисунок  4.3  – Діалогове вікно майстра діаграм

Для побудови гістограми другим способом необхідно:

1) Внести в лист Excel вихідні дані.

2) Обрати в меню Сервіс – Аналіз даних – Гістограма, появиться діалогове вікно.

3) Задати необхідні для побудови гістограми параметри:

вхідний діапазон – задати посилання на комірки, в яких знаходяться вхідні дані;

інтервал карманів (параметр не є обов’язковим) – задати діапазон комірок і набор граничних значень у порядку зростання; якщо параметр не введений, то буде автоматично створений набір відрізків, рівномірно розподілених між мінімальним і максимальним значеннями даних;

вихідний діапазон – ввести посилання на верхню ліву комірку діапазону, в якій буде виведено гістограму, або відмітити параметр Новий робочий лист або Нова робоча книга;

інтегральний відсоток – якщо цей параметр відмічено, то будуть розраховані накопичені частоти і побудований їх графік;

вивід графіку – якщо цей параметр відмічено, то буде створено автоматичну діаграму, при цьому обов’язково задається значення Нова книга.
Полігон частот – це ламана лінія, що сполучає точки зі значеннями  частот на середині кожного інтервалу, отже будується за допомогою команди Вставлення – Діаграма – Гістограма – Графік. Отримаємо вигляд рис. 4.4 б).
Емпірична функція розподілу  - називається функція, яка зображає значення накопичених частот Wі на кінцях інтервалів (рис. 4.4 в)).
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Рисунок 4.4 – Графіки розподілу ряду: гістограма, полігон, емпірична функція.
2. Визначення числових характеристик статистичних рядів.

Більшість числових характеристик у випадку незгрупованих даних можна обчислити з використанням табличного процесору Microsoft Excel. Основні вбудовані функції Excel, що застосовуються для розрахунків числових характеристик надано у таблиці. Щоб викликати потрібну функцію, слід натиснути кнопку fx у командному рядку, обрати категорію Статистичні та ім’я функції.
Таблиця 4.3 – Статистичні функції Excel

	Числові характеристики
	Назва функції

	Величина вибірки
	COUNT (масив даних)

	Середнє
	AVERAGE (масив даних)

	Середнє геометричне
	GEOMEAN (масив даних)

	Мода
	MODE.SNGL (масив даних)

	Медіана
	MEDIAN (масив даних)

	Дисперсія
	DEVSQ (масив даних)

	Мінімальне значення
	MIN (масив даних)

	Максимальне значення
	MAX (масив даних)

	Сер. Квадр. відхилення
	STDEV.S (масив даних)

	Частота
	FREQUENCY (масив даних; масив інтервалів)

	Асиметрія
	SKEW (масив даних)

	Ексцес
	KURT (масив даних)


3. Визначення довірчих інтервалів з використанням Excel.

Ширину довірчого інтервалу для генерального середнього з використанням розподілу Стьюдента .можна знайти за допомогою вбудованої статистичної функції Excel CONFIDENCE.T (альфа, станд_відхилення, розмір). Параметри функції:
· параметр альфа – це так званий рівень значущості, 
[image: image108.wmf]1
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, іншими словами, альфа, яка дорівнює 0,05, свідчить про довірчий рівень у 95 відсотків;
· параметр станд_відхилення – це вибіркове середнє квадратичне відхилення S; 
· параметр розмір – це об’єм вибірки n.
Практична робота № 5 

Ідентифікація закону розподілу
Мета: навчитись ідентифікувати закон розподілу випадкових параметрів системи.

Питання для опрацювання.

1. Основні числові характеристики статистичних рядів.

2. Наведіть приклади законів розподілу випадкових величин.

3. Етапи ідентифікації закону розподілу величини.

4. Побудова гістограми частот.

5. Перевірка відповідності експериментальних даних вибраному закону розподілу. Критерій Пірсона.

5.1 Основні теоретичні відомості
Між всіма частковими значеннями випадкової величини і ймовірностями їх появи існує певна залежність, що називається законом розподілу. Функція розподілу існує для будь-яких випадкових величин – як дискретних, так і неперервних. Знання закону розподілу дозволяє із певною ймовірністю прогнозувати наступне значення випадкової величини, знаходити ймовірність попадання випадкової величини в заданий інтервал, а також моделювати випадкову величину за допомогою генераторів випадкових чисел. 

Для характеристики випадкового процесу визначають інтегральну і диференційну функції розподілу імовірності випадкової величини.

Інтегральна функція розподілу показує імовірність того, що випадкова величина Х знаходиться в інтервалі від - ∞ до деякого значення, меншого х1, при цьому функція є неспадаюча і F(-∞) = 0, а F(+∞) = l.
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Для будь-якої випадкової величини ймовірність влучання випадкової величини на проміжок від х1 до х2 виражається формулою:
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де 
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 – диференційна функція (густина імовірності) показує імовірність того, що випадкова величина Х набуде значення в інтервалі між x1 і x2.

Графік густини називається кривою розподілу. Густина імовірності будь якої випадкової величини невід’ємна і має властивість:
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Для ідентифікації закону розподілу необхідно виконати наступні пункти:

1. Формування масиву значень випадкової величини.
2. Побудова гістограми частот.
3. Формування гіпотези про вид закону розподілу.
4. Оцінка значень параметрів закону розподілу.
5. Перевірка відповідності за критерієм згоди.
Вибір закону розподілу є по суті неформальним етапом, на якому порівнюючи візуально гістограму густини розподілу з відомими законами розподілу визначаємо, якому з них вона найбільш відповідає. При цьому можливо використання додаткової інформації – обчислення числових параметрів сукупності може дати уявлення про особливості вигляду кривої розподілу.

1)  Середнє арифметичне випадкової величини визначає розташування кривої густини розподілу на числовій осі, але не впливає на її форму і визначає центр розподілу, тобто точку, навколо якої симетрично розташована крива. Якщо середнє значення змінюється, крива просто зміщується вправо чи вліво на числовій осі, зберігаючи свою форму:
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2)  Середньоквадратичне відхилення – визначає ширину та «гостроту» кривої (рисунок 5.1 а).
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3) Коефіцієнт варіації ряду характеризує відносну змінність даних. Вище значення означає більшу розсіянність даних, що призводить до ширшої, нижчої кривої густини розподілу. Менше – вказує на концентрованість даних навколо середнього (рисунок 5.1 б):
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Якщо коефіцієнт варіації більший за 1 (більший за 100%), то елементи вибірки неоднорідні, і вона не може бути використана у подальших дослідженнях. 
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а)                                                               б)
Рисунок 5.1 – Диференційна функція нормального розподілу імовірності

4) Коефіцієнт асиметрії ряду показує форму розподілу: А>0 – асиметрія вправо (позитивна), А<0 – асиметрія вліво (негативна); А=0  –симетричний розподіл (рисунок 5.2 а):
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5) Ексцес – це статистичний параметр, що характеризує гостровершинність розподілу, тобто наскільки розподіл є піковим або пласким у порівнянні з нормальним. Е>0 – гостроверхий розподіл (лейптокуртичний); Е<0 – плоский розподіл (платикуртичний); Е=0 – нормальний розподіл або близький до нього (рисунок 5.2 б):


[image: image120.wmf]4

4

1

()

3

i

x

x

N

E

m

s

-

å

=-

.                                (5.8)
 [image: image121.png]


[image: image122.png]



а)                                                     б)
Рисунок 5.2 – а) асиметрія розподілу; б) ексцес розподілу

Найбільш вживані в моделюванні систем закони розподілу наведені в таблиці 5.1, де 
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 − випадкова величина, 
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 − функція густини розподілу випадкової величини (ймовірність її появи). 
Таблиця 5.1 – Основні закони розподілу
	Графічне представлення щільності

закону розподілу
	Формульне представлення щільності закону розподілу
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Рівномірний
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Експоненційний (показниковий)
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Нормальний (Гауса)
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Логнормальний
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Трикутний
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Наприклад нормальний закон розподілу описує час напрацювання обладнання до його відмов, час на виконання операції та її трудомісткість, час на капітальний ремонт, розподіл помилок вимірювання, тощо. 

Рівномірний закон розподілу використовується при статистичному моделюванні роботи автомобільного транспорту, генерація випадкових чисел, початкове розташування об'єктів у просторі. 

Експоненційний закон зустрічається для моделювання часових затримок між подіями, наприклад, час очікування до наступного клієнта в системах масового обслуговування, тривалість життя елементів у надійності, або інтервали між випадковими подіями в потоках.

Гамма розподіл – використовують для даних, що описують суму незалежних експоненційно розподілених випадкових величин. Його застосовують у моделях часу до настання певної кількості подій, наприклад, час виконання багатоступеневих процесів, обробка запитів у системах масового обслуговування, а також у моделюванні метеорологічних та біологічних явищ..

Логарифмічний нормальний розподіл – для даних, де значення змінюються в геометричній прогресії, наприклад, фінансові прибутки, розподіл частинок за розміром, тривалість життєвих процесів, або економічні показники, як доходи.
Розподіл Пуассона – використовується при передбаченні кількості подій, що відбуваються за певний час, наприклад, кількість дзвінків на операторні станції за 1 годину.

Відповідність обраного закону розподілу заданим випадковим числам (при кількості спостережуваних чисел більше ста) перевіряється за критерієм згоди χ2 Пірсона: 
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де ni – спостережувана кількість попадань в і-ий інтервал, 
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 - очікувана за теоретичним законом розподілу частота попадань в і-ий інтервал. 

З формули видно, що основною ідеєю критерію χ2 є вимірювання розбіжності між спостережуваною та теоретичною частотою попадання величини в і-ий інтервал (рис. 5.3). Чим менший χ2, тим краще описує вибірку вибраний закон розподілу. Розраховане значення χ2 порівнюється з табличним значенням критерію χ2кр, яке взяте при рівні значимості α = 0,05 (імовірність появи помилки) та кількості степенів свободи, рівній кількості інтервалів у гістограмі частот k мінус 1, мінус кількість параметрів закону розподілу (для нормального закону розподілу k-1-2).
[image: image138.png]



Рисунок 5.3 − Обчислення χ2
Якщо χ2< χ2кр, то з довірчою ймовірністю 0,95 можна стверджувати, що знайдений закон розподілу відповідає спостережуваним значенням випадкової величини. Інакше потрібно змінити параметри розподілу або припустити інший закон розподілу.

Критерій χ2 має такі обмеження для застосування: по-перше, кількість випадкових чисел повинна бути не менша за 100; по-друге, кількість попадань у кожен інтервал має бути більшою за 5. Якщо кількість попадань в якийсь інтервал менша за 5, то потрібно об’єднати сусідні інтервали.

5.2 Завдання для розв’язання
1. Результати вимірювання діаметрів 200 деталей після шліфування подано як частотний варіаційний ряд діаметрів деталей в таблиці.
	і
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	xi, мм
	6,69
	6,7
	6,71
	6,72
	6,73
	6,74
	6,75

	Ni
	3
	12
	6+N/3
	11
	14+N/2
	30
	25+N


 

	і
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	xi, мм
	6,76
	6,77
	6,78
	6,79
	6,8
	6,81
	6,82

	Ni
	27+N
	31
	14+N/2
	8
	5+N/3
	6
	5


Необхідно:

1) визначити основні числові характеристики ряду;

2) побудувати гістограму емпіричного розподілу;

3) побудувати теоретичну криву нормального розподілу і перевірити відповідність емпіричного і теоретичного розподілів по критерію Пірсона. (рівень значимості a = 0,05)

2. На одній з міських АТС фіксувалася кількість телефонних дзвінків в годину. Спостереження велися на протязі 100 годин, їх результати представлені в таблиці. Чи можна вважати навантаження на АТС стандартним?

	Кількість викликів в годину
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Кількість спостережень
	6
	27
	26
	20
	10
	5
	5
	1


Зауваження. Навантаження на АТС можна вважати стандартним, якщо випадкова величина Х – кількість телефонних дзвінків, що поступили, підкоряється закону розподілу Пуассона. Тобто отримання відповіді необхідно перевірити гіпотезу про закон розподілу випадкової величини.
3. З метою впорядкування роботи міського суспільного транспорту фіксувався час очікування в хвилинах пасажирами тролейбусів на декількох маршрутах. Було проведено 200 вимірювань, їх результати представлені в таблиці. Чи можна вважати, що перевезення по перевірених маршрутах забезпечені раціонально?

	Час очікування, хв
	1 – 3
	3 – 5
	5 – 7
	7 – 9
	9 – 11
	11 – 13

	Кількість спостережень
	25
	30
	48
	35
	42
	20


Зауваження. Можна вважати, що перевезення по перевірених маршрутах забезпечені раціонально, якщо випадкова величина Х – час очікування пасажирами транспорту підкоряється рівномірному закону розподілу. Тобто задача зводиться до перевірки гіпотези про закон розподілу випадкової величини. 

4. Статистичними спостереженнями встановлено, що у автомобіля КрАЗ-6510 лампочки покажчиків повороту перегоріли на пробігу (тис. км):

8,3; 18,4; 27,8; 47,1; 74; 19,7; 3; 11,8; 17,4; 14; 9,7; 34,1; 4; 31,9; 42; 7,3; 85,2; 39,6; 53; 57; 21,8; 58,4; 38,1.

Потрібно:

1. Встановити закон, якому підпорядковується досліджуване явище, розрахувати і побудувати теоретичну криву частот відмови лампочок.

2. Перевірити правдоподібність зробленої гіпотези за критерієм згоди Пірсона при рівні значущості a = 0,05.

5. В сервісному центрі на протязі 100 днів фіксували щоденну кількість заявок. Результати спостережень представлені в таблиці. Чи можна вважати розподіл заявок нормальним?
	Кількість заявок в день
	0
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14

	Частота
	4
	5
	24
	19
	26
	21
	2
	1


6. Проведено сто вимірювань деякої випадкової величини. Побудувати гістограму, висунути гіпотезу про закон розподілу, перевірити на скільки вона узгоджується з експериментом.

	Інтервали значень
	0 - 2
	2 - 4
	4- 6
	6 - 8
	8 - 10
	10 - 12

	Частота попадань
	3
	16
	28
	32
	14
	7


7. Час роботи деталі до відмови приведений статистичним рядом див.  таблиця. Перевірити гіпотезу про те, що час роботи розподілений по показниковому (експоненційному) закону.

	Інтервали часу
	0 - 5
	5 - 10
	10- 15
	15 - 20
	20 - 25
	25 - 30

	Число елементів
	133
	45
	15
	4
	2
	1


8. Для вивчення транспортного потоку на шосе провели підрахунок числа автомобілів за 100 хв. Встановити вид закону розподілу даних.

	Число автомобілів
	0
	 1
	2
	3
	4
	5
	6

	Кількість хв
	14
	33
	21
	14
	9
	7
	2


9. Проведено вимірювання відхилення деталей від стандарту. Перевірити гіпотезу про те, що відхилення розподілені по нормальному закону.

	Границі відхилень, мк
	-30.. -20
	-20.. -10
	-10..0
	0..10
	10..20
	20..30

	Число деталей
	1
	12
	37
	32
	14
	4


10. Для дослідження потоку заявок в системі масового обслуговування підрахували число заявок за 100 хв. Перевірити гіпотезу про те, що дані про кількість хвилин з заявками розподілені по закону Пуассона.

	Число заявок за  хвилину
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7 і більше

	Число хвилин
	19
	21
	31
	12
	8
	5
	4
	0


11. Для визначення надійності деталей зібрано дані про час їх відмов. Перевірити гіпотезу про те, що час до відмов підпорядковується закону Вейбулла.
	Час, год
	0-50
	50-100
	100-150
	150-200
	200-250
	250-300
	Більше 300

	Кількість відмов
	3
	7
	15
	10
	5
	3
	2


5.3 Вказівки до розв’язання задач
1. Формування масиву спостережуваних значень випадкової величини. Із попередніх спостережень за випадковою величиною або у ході експериментів отримують певну, бажано велику (більше сотні) кількість значень для проведення подальшого дослідження. 

2. Побудова гістограми частот. Розбити ряд на k інтервалів, підрахувати число попадань в кожен інтервал. [image: image139.png]InTepBamm
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Гістограма частот представляється прямокутниками, що мають висоту рівну ni або ωі=ni /n − відносна частота попадання в інтервал та ширину рівну довжині інтервалу h (рис. 5.4).
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Рисунок 5.4  – Гістограма частот

3. Провести оцінку значення математичного очікування і середньоквадратичного відхилення для цього закону розподілу. За їх значенням і видом форми гістограми частот зробити припущення про вид закону щільності розподілу 
[image: image141.wmf]()
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4. Побудувати теоретичну інтегральну криву розподілу 
[image: image142.wmf](
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 використовуючи пакет стандартних функцій MS Excel. Пакет статистичних функцій MS EXEL має можливості розрахунку наступних функцій:

· NORM.DIST(x,середнє,стандартне_відхил,сукупне) − функція для нормального закону розподілу;

· EXPON.DIST(x;лямбда;сукупне) – функція експоненційного розподілу;

· GAMMA.DIST(x;альфа;бета;функція) – функція гамма розподілу;

· LOGNORM.DIST(x;середнє;стандартне_відхил;сукупне) –логарифмічний нормальний розподіл;
· POISSON.DIST(x;середнє;сукупне) – розподіл Пуассона;
· WEIBULL.DIST(x;альфа;бета;функція) – розподіл Вейбулла.

Тут x    − значення, для якого знаходиться теоретична імовірність появи – середина кожного інтервалу з гістограми частот; середнє − середнє арифметичне розподілу; стандартне_відхил − стандартне (середньоквадратичне) відхилення;

Тоді теоретична імовірність появи величини в кожному з інтервалів вибірки:
[image: image143.wmf](
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5. Перевірка відповідності досліджуваних випадкових чисел обраному закону розподілу за критерієм Пірсона:
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Порівняти розраховане значення 
[image: image146.wmf]2
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 з табличним (таблиця 5.2). Зробити висновок про правильність прийнятої гіпотези про закон розподілу.

Таблиця 5.2 – Значення критерію 
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Практична робота № 6
Парна Лінійна регресія
Мета: набуття навичок апроксимації множини статистичних параметрів  рівнянням лінійної регресії.
Питання для опрацювання.

1. Завдання кореляційного і регресійного аналізу.
2. Апроксимація і інтерполяція досліджуваних даних.
3. Встановлення тісноти зв’язку між змінними за допомогою коефіцієнта кореляції.
4. Розрахунок параметрів рівняння лінійної регресії методом МНК.
5. Розрахунок параметрів рівняння лінійної регресії методом двох точок.
6. Як можна оцінити точність апроксимуючої функції?

6.1 Основні теоретичні відомості
 Зв’язки між вхідними і вихідними даними довільної системи можуть бути функціональними і статистичними. Статистичною називають залежність, при якій зміна однієї з величин веде до зміни розподілу іншої, зокрема кореляційним називається зв’язок між статистичними змінними Х і Y, за якими при зміні ознаки Х змінюється середнє значення ознаки Y. Строга функціональна залежність зустрічається рідко, оскільки вхідні і вихідні величини підпадають під дію випадкових впливів (факторів). Встановлення  функціональної  залежності  змінних  моделі  за результатами спостережень називають апроксимацією. 
Регресійний аналіз полягає у визначенні аналітичного виразу зв'язку між масивами випадкових даних (вхідних і вихідних параметрів системи) у вигляді рівняння регресії 
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 – це рівняння, що описує кореляційну залежність між вихідними параметром і одним або декількома вхідними. Найпростішою буде парна залежність, коли є один вхідний аргумент. Якщо ж аргументів більше, ніж один, то залежність називається  множинною. 

Якщо функція  задана таблицею, то задача апроксимації полягає у визначенні аналітичного виразу функції, значення якої при 
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 мало відрізнялись би від табличних даних. Геометрично задача апроксимації полягає в проведенні графіка функції f(x) якомога ближче до системи точок 
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Побудова емпіричної функції складається з етапів:
· визначення тісноти лінійного взаємозв’язку між вхідними і вихідними даними системи;
– вибору загального виду цієї функції;

– визначення кращих її параметрів.

6.1.1 Визначення тісноти лінійного взаємозв’язку між вхідними і вихідними даними системи за допомогою кореляційно-регресійного аналізу.

Нехай деяка парна залежність результативної величини від факторної задана таблицею значень для n дослідів.

Таблиця 6.1 – Вихідні дані до завдання
	№ досліду
	1
	2
	…
	N

	Вхідна величина 
	Х1
	Х2
	…
	Хв.

	Вихідна величина
	Y1
	Y2
	…
	Yn


Припустимо існування лінійної залежності між вхідними і вихідними змінними: 
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Для виявлення сили взаємозв’язку між вхідними і вихідними параметрами в обчислюється парний коефіцієнт лінійної кореляції r:
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Якщо коефіцієнт кореляції дорівнює нулю, то зв'язок відсутній, а якщо одиниці, то зв’язок функціональний. Знак при коефіцієнті кореляції вказує на напрям зв’язку («+» − прямий, «-» − обернений). Функціональна залежність вважається значимою при 
[image: image154.wmf]0,7
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, тобто існує лінійний взаємозв’язок між параметрами.
Таблиця 6.2 – Визначення тісноти зв'язку 
	Величина коефіцієнта кореляції
	Характер зв’язку

	до ( 0,3
	Практично відсутній

	( 0,3 - ( 0,5
	Слабкий

	( 0,5 - ( 0,7
	Помірний

	( 0,7 - ( 1,0
	Сильний


6.1.2 Визначення параметрів рівняння регресії 
[image: image155.wmf]yaxb
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Для розрахунку параметрів a i b вибраної емпіричної функції скористаємося методом найменших квадратів МНК і методом двох точок. 

Для знаходження коефіцієнтів a i b методом найменших квадратів необхідно скласти систему рівнянь часткових похідних по незалежних змінних a i b функції суми квадратів різниць значень функції і табличних даних. Для нашого випадку − розв’язати систему двох рівнянь:
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(6.2)
Підставивши значення 
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 знайдемо значення коефіцієнтів лінійної залежності a i b. Запишемо вираз для лінійної залежності 
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Для знаходження коефіцієнтів a i b методом двох точок необхідно на заданому відрізку змінних 
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  обрати дві точки, які достатньо надійні і, за можливістю, далеко розташовані одна від одної, наприклад, крайні точки з координатами  
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і скласти систему двох рівнянь підставивши значення даних точок в вибрану функцію 
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В результаті розв’язання отримаємо апроксимуючу функцію 
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6.1.3 Порівняємо точність визначення коефіцієнтів апроксимуючої функції двома методами. Знайдемо відхилення значень теоретичних функцій 
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 від табличних значень обрахувавши суму квадратів відповідних різниць:
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При меншому значенні абсолютної похибки функція краще відображає вихідні дані задачі. 
6.2 Завдання для розв’язання
Нехай задана таблиця замірів часу на обслуговування клієнтів в супермаркеті в залежності від кількості товарів в їх кошиках:

· визначити коефіцієнт кореляції між факторними і результативними змінними, зробити висновок про тісноту зв’язку між ними;

· знайти рівняння лінійної регресії залежності часу обслуговування клієнта від кількості товару методом МНК, методом двох точок і за допомогою засобів Excel;
· для наочності зобразити графіки вхідних даних і обох функцій 
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· порівняти отримані регресійні моделі, обчисливши для кожної величину відхилень теоретичних значень функції від табличних даних 
[image: image172.wmf]2

(())

ii

fxy

e

=-

å

.

	Кі-сть товарів, шт.
	Час на обслуг., с
	Кі-сть товарів, шт.
	Час на обслуг., с
	Кі-сть товарів, шт.
	Час на обслуг., с

	10
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	23
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	3
	50
	6
	50

	3
	27
	38
	171
	1
	39

	3
	53
	16
	129
	9
	46

	4
	52
	12
	74
	12
	82


По виду знайденої лінійної залежності 
[image: image173.wmf]yaxb
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 робимо висновки:

а – вказує на час (секунди), які затрачуються на сканування штрих-коду одного товару;

b  – час, який йде на отримання готівки за покупку чи опрацювання кредитної картки клієнта. Також сюди може входити пакування працівником супермаркету товарів, куплених клієнтом.

З цього випливає, що мінімальний час обслуговування одного клієнта з одним товаром складає 
[image: image174.wmf]yab
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, с. (Отримані дані є усередненими).

6.3 Вказівки до розв’язання задач
1. Використовуючи MS Excel за допомогою спеціальної функції CORREL(масив1;масив2) з меню функцій Статистичні можна розрахувати значення коефіцієнта кореляції R в межах від 0 до ±1. Функціональна залежність вважається значимою при 
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, тобто існує лінійний взаємозв’язок між параметрами.

1. Для таблиці даних, що описують деякий процес і представлених діаграмою, у MS Excel є ефективний інструмент регресійного аналізу – додавання лінії тренду до графіка залежності результативних даних від факторних, що дозволяє:
· будувати на основі методу найменших квадратів і додавати в діаграму п'яти типів регресій, що з тим чи іншим ступенем точності моделюють досліджуваний процес;
· додавати до діаграми рівняння побудованої регресії;
· визначати ступінь відповідності обраної регресії відображуваним на діаграмі даним.

Покажемо наявність взаємозв’язку між масивами xі та yі у вигляді графіка, для чого використаємо «Майстер діаграм – Тип – Точкова».

 Для того, щоб на графіку додати лінію регресії, необхідно поставити курсор на будь-яку точку графіка та натиснути праву кнопку миші. (рис. 6.1).  У меню, яке після цього з’являється на екрані, обрати команду «Додати лінію тренду». У діалоговому вікні вибрити тип «Лінійна», зайти в підменю «Параметри» та відмітити команду «Показувати рівняння на діаграмі». 
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Рисунок 6.1 – Визначення рівняння регресії за допомогою трендів

В результаті на графіку буде зображено кореляційне поле, лінію регресії та виведено лінійне рівняння регресії Лініями тренду можна доповнити ряди даних, представлені на діаграмах типу графік, гістограма, плоскі ненормовані діаграми з областями, лінійчаті, крапкові, бульбашкові і біржові. Не можна доповнити лініями тренду ряди даних на об'ємних, нормованих, пелюсткових, кругових і кільцевих діаграмах.

2. Для реалізації процедури регресія в  MS Excel (2007+) існує пакет функцій регресійного аналізу даних.

Для розв’язання завдання  обираємо у меню «Сервіс» пакет «Аналіз даних» та інструмент аналізу «Регресія», параметрами якого є масиви факторного і результативного показника xі та yі. Результати регресійного аналізу показані на рис. 6.2.
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Рисунок 6.2 – Розрахунок параметрів регресійно-кореляційного аналізу
Тут розраховані наступні дані:
· коефіцієнти регресії (на рис. комірки В17, В18) 
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;
· лінійний коефіцієнт кореляції (А4) R=0,98;
· коефіцієнт детермінації (А5)
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 (показує що зміна y зумовлюється зміною х на 96%);
· стандартна помилка  (А7) = 0,27;
· кількість спостережень (А8) =20.
Практична робота № 7

Багатофакторна і нелінійна регресія

Мета: набуття навичок апроксимації множини статистичних параметрів  рівняннями нелінійної регресії.
Питання для опрацювання.

1.  Одно- і багатофакторна регресійна залежність.

2. Лінійна і нелінійна регресійна залежність.

3. Вибір виду функції регресії.

4. Зведення нелінійних апроксимуючих функцій до лінійного вигляду.

5. Застосування методу МНК для побудови множинної лінійної регресії.

6. Визначення рівняння нелінійної регресії за допомогою трендів.

7. Порівняння якості різних типів ліній регресії.

6.1 Основні теоретичні відомості
Регресійний аналіз полягає у визначенні аналітичного виразу зв’язку між масивами випадкових даних (вхідних і вихідних параметрів системи) у вигляді рівняння регресії 
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. Якщо зв’язок між явищами може бути приблизно виражений рівнянням прямої лінії, то його називають лінійним зв’язком вигляду: 
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. Якщо ж зв’язок може бути виражений рівнянням якої-небудь кривої лінії (параболи, гіперболи і ін.), то такий зв’язок називають нелінійним (криволінійним) зв'язком. 

В залежності від кількості вхідних параметрів системи (факторних даних) розрізняють парну або однофакторну залежність, коли є один вхідний аргумент і, якщо ж аргументів більше, ніж один, то залежність називається  множинною або багатофакторною. Основна  мета  множинної  регресії  –  побудувати  модель  з великою кількістю факторів, визначивши при цьому вплив кожного з них окремо, а також сукупну дію на результативний показник.

В загальному рівняння багатофакторної лінійної регресії має вигляд:
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1. Першим етапом регресійного аналізу є формування масиву даних і вибір виду функції для апроксимації цих даних. 

Припущення  про  вид  функцій fі(x) (лінійна, поліноміальна, логарифмічна, степенева, експонентна, тощо) здійснюється з урахуванням характеру табличних даних (періодичності, властивості симетрії, існування асимптотики та т. п.) по графічному вигляду розподілу даних (таблиця 7.1) або аналітичним методом – заснованим на вивченні матеріальної природи зв’язку досліджуваних ознак.

Нехай, наприклад, вивчається потреба підприємства в електроенергії  залежно від обсягу продукції х, що випускається. Все споживання електроенергії у можна поділити на дві частини: 

–  не пов’язане із виробництвом продукції а; 

–  безпосередньо зв’язане з обсягом випущеної продукції, пропорційно зростаюче із збільшенням обсягу випуску (b*x). 

Тоді залежність споживання електроенергії від обсягу продукції можна виразити рівнянням регресії виду 
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. Якщо розділити обидві частини рівняння на величину обсягу випуску продукції х, то отримаємо вираз залежності питомої витрати електроенергії на одиницю продукції  у вигляді рівняння рівносторонньої гіперболи: 
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Таблиця 7.1 –  Основні типи кривих, що використовуються при кількісній оцінці зв’язків між двома змінними

	а) 
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2. Другий етап – визначення коефіцієнтів рівняння регресії. Застосування  методу  найменших  квадратів для визначення коефіцієнтів рівняння вимагає,  щоб функціональна  залежність,  яка  знаходиться,  мала  лінійний  вигляд, або вигляд поліному: 
f(x,а)=а0+а1·f1(x) + а2·f2(x)+…+ аk·fk(x),                 (7.2)

f(x,а)=а0+а1·x + а2·x2+…+ аk·xk, k<n.                    (7.3)
У нашому випадку, коли функція  f(x) має нелінійний вигляд її можна звести до лінійного виду перерахувавши незалежні коефіцієнти. Для основних типів нелінійних функцій заміни показані у таблиці 7.2.

Розглянемо рівняння параболи 2-го степеня 
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замінивши х = х1; х2 = х2, отримуємо множинну двофакторну лінійну регресію:  
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. Відповідно, для поліномів 3-го порядку – трифакторну, 4-го – чотирифакторну тощо. 

Таблиця 7.2 –  Лінеаризуючі заміни до функції 
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	Нелінійна залежність
	Лінійна залежність
	Зв’язок між коефіцієнтами
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Для знаходження коефіцієнтів a i b методом найменших квадратів необхідно скласти систему рівнянь часткових похідних по незалежних змінних a, b, с,… функції суми квадратів різниць значень функції і табличних даних:
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Розглянемо приклад побудови множинної лінійної регресії.

Застосування МНК для оцінки параметрів параболи другої степені призводить до такої системи нормальних рівнянь від двох факторних змінних х = х1 і х2 = х2: 
	
[image: image221.wmf]2

23

2234

,

,

.

ynaxcx

yxaxbxcx

yxaxbxcx

ì

=×++×

ååå

ï

ï

í×=×+×+×

åååå

ï

×=×+×+×

åååå

ï

î


	(7.5)


Розв’язати її відносно параметрів a, b, c можна методом визначників:
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Розглянемо приклад побудови нелінійної регресії.

Візьмемо в якості функції регресії рівнобічну гіперболу 
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Вона  використовується  для  характеристики  зв’язку  питомої  ваги  витрат  сировини, матеріалів,  палива  з  обсягом  продукції,  що  випускається,  часу  обороту  товарів  з величиною  товарообігу  не  тільки  на  мікрорівні,  але  й  на  макрорівні.  Якщо  в  рівнянні  рівносторонньої  гіперболи  замінити  1/х  на  z,  отримуємо  звичайне лінійне  рівняння,  оцінка  параметрів  якого  може  бути  дана  МНК.  Система  нормальних рівнянь має вигляд:
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                                 (7.7)
Порівняти якість отриманої моделі з різними типами ліній регресії можна порівнявши суми квадратів відхилень результативних даних 
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 і теоретичних, отриманих з рівняння регресії 
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 менше значення відхилень показує кращу якість апроксимації.

7.2 Завдання для розв’язання
1. Маємо часовий ряд – Офіційний курс гривні до 100$ США, встановлений Національним банком України, середній за період з 2009 по 2024рр.  Визначити, який вид функції найкраще підходить для опису тренду заданого часового ряду.  Зробити прогноз на наступний рік.
	2009
	2010
	2011
	2012
	2013
	2014
	2015
	2016

	796,7
	793,56
	796,76
	799,10
	799,30
	1188,67
	2184,47
	2591.18


	2017
	2018
	2019
	2020
	2021
	2022
	2023
	2024

	2712,56
	2716,2
	2568,8
	2783,0
	2719,0
	2960,0
	3666,0
	4160,7


2. Дана динаміка середньорічних цін на паливо марки А 95, грн./л з 2009 по 2024рр.  Визначити, який вид функції найкраще підходить для опису тренду заданого часового ряду. Зробити прогноз на наступний рік.
	2009
	2010
	2011
	2012
	2013
	2014
	2015
	2016

	6,77
	7,74
	10,34
	10,80
	10,91
	15,37
	20,03
	22,32


	2017
	2018
	2019
	2020
	2021
	2022
	2023
	2024

	24,5
	30,0
	28,5
	22,5
	29,5
	48,0
	50,5
	55,5


3. За умовами задач 2 і 3 встановити вид рівняння залежності між курсом гривні до долара і ціною на бензин в Україні від з 2005 по 2024рр. Оцінити коефіцієнт кореляції між даними. 
4. Зміни чисельності населення в місті Києві, тис.чол. по роках відображена в таблиці. Визначити оптимальне рівняння регресії для даних. Записати прогноз кількості населення на наступний рік.

	2009
	2010
	2011
	2012
	2013
	2014
	2015
	2016

	2740,2
	2785,1
	2800,0
	2814,3
	2850,0
	2868,7
	2900,0
	2906,6


	2017
	2018
	2019
	2020
	2021
	2022
	2023
	2024

	2890,0
	2910,0
	2966,3
	2980,0
	2900,0
	2850,0
	2860,0
	2888,4


5. Є орієнтовні дані щодо валового внутрішнього продукту (ВВП) України за роками з 2009 по 2024 рік (у мільярдах доларів США, за паритетом купівельної спроможності). Визначити оптимальне рівняння регресії для даних. Записати прогноз на наступний рік.
	2009
	2010
	2011
	2012
	2013
	2014
	2015
	2016

	115,6
	136,4
	163,4
	175,7
	183,3
	133,5
	91,1
	93,9


	2017
	2018
	2019
	2020
	2021
	2022
	2023
	2024

	112,0
	126,0
	153,8
	155,6
	195,1
	160,0
	175,0
	190,0


6. Ціни на нафту марки Brent та WTI по роках з 2009 по 2024 демонстрували значні коливання, пов'язані зі змінами в попиті, пропозиції, геополітичними подіями та економічними кризами. Нижче наведені середньорічні ціни на Brent (у доларах США за барель). Визначити оптимальне рівняння регресії для даних. Спрогнозувати значення на наступні три роки.
	2009
	2010
	2011
	2012
	2013
	2014
	2015
	2016

	61
	79
	111
	112
	108
	99
	52
	44


	2017
	2018
	2019
	2020
	2021
	2022
	2023
	2024

	54
	71
	64
	41
	70
	101
	82
	80


7. За умовами задач 6 і 5 встановити вид залежності між світовим рівнем ціни на нафту і ВВП України. Оцінити коефіцієнт кореляції між ними.

8. Отримано дані щодо середньорічної світової ціни на золото за унцію (в доларах США) за роками з 2009 по 2024 рік. Визначити оптимальне рівняння регресії для даних. Спрогнозувати значення на наступні три роки.

	2009
	2010
	2011
	2012
	2013
	2014
	2015
	2016

	972
	1225
	1572
	1669
	1411
	1266
	1160
	1251


	2017
	2018
	2019
	2020
	2021
	2022
	2023
	2024

	1257
	1269
	1392
	1770
	1798
	1800
	1940
	2100


9. Є орієнтовні дані щодо споживання електроенергії промисловістю в Україні за місяцями 2024 року, млрд кВт·год. Визначити, який вид функції найкраще підходить для опису тренду заданого часового ряду.  
	січень
	лютий
	березень
	квітень
	травень
	червень

	2,4
	2,3
	2,5
	2,2
	2,1
	2,0


	липень
	серпень
	вересень
	жовтень
	листопад
	грудень

	2,1
	2,2
	2,3
	2,4
	2,5
	2,6


10. Є орієнтовні дані щодо кількості народжень в Україні за місяцями 2024 року (тис.чол). Визначити, який вид функції найкраще підходить для опису тренду заданого часового ряду.  Спрогнозувати значення на наступний місяць.

	січень
	лютий
	березень
	квітень
	травень
	червень

	14,5
	13,8
	14,2
	14,0
	14,5
	14,655


	липень
	серпень
	вересень
	жовтень
	листопад
	грудень

	14,8
	14,9
	14,7
	14,6
	14,5
	14,45


1. Забудовник оцінює вартість групи офісних будівель в традиційному діловому районі міста. При цьому відому наступні вихідні дані

	Ціна будівлі, $
	Загальна площа, м2
	Кількість офісів
	Кількість входів
	Час експлуатації, р.

	142 000
	2310
	2
	2
	20

	144 000
	2333
	2
	2
	12

	151 000
	2356
	3
	1,5
	33

	150 000
	2399
	3
	2
	43

	139 000
	2402
	2
	3
	53

	179 000
	2425
	4
	2
	23

	126 000
	2448
	2
	1,5
	99

	142 900
	2451
	2
	2
	34


	163 000
	2494
	3
	3
	23

	179 000
	2417
	4
	4
	55

	149 000
	2540
	2
	3
	22


Висунули припущення, що існує множина лінійна залежність ціни будівлі від площі, кількості офісів, кількості входів, часу експлуатації.

Необхідно:
1.    Побудувати множину регресійну модель.

2.    Оцінити коефіцієнти кореляції та детермінації, стандартну помилку, дати пояснення отриманим результатам.

7.3 Вказівки до розв’язання задач
1. Покажемо метод встановлення нелінійної регресійної моделі, за допомогою функції «Майстер діаграм – Тип – Точкова» пакету MS Excel.

 Для того, щоб додати лінію регресії, необхідно побудувати точковий графік по заданих факторних і результативних даних, поставити курсор на будь-яку точку та натиснути праву кнопку миші. У меню, яке після цього з’являється на екрані, обрати команду «Додати лінію тренда». У діалоговому вікні вибрити тип лінії тренду:

· лінійна;

· логарифмічна;
· поліноміальна (вибрати степінь полінома);
· степенева;
· експоненційна.

В підменю «Параметри»  відмітити команду «показувати рівняння на діаграмі» та «розмістити на діаграму величину достовірності апроксимації (R2)». На графіку отримаємо вид рівняння регресії і значення коефіцієнта детермінації 
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Рисунок 7.1 – Визначення рівняння нелінійної регресії в функції «Лінія тренду»

2. Для реалізації процедури багатофакторної регресії в  MS Excel (2007+) обираємо у меню «Сервіс» пакет «Аналіз даних» та інструмент аналізу «Регресія», параметрами якого є масиви факторного (колонки даних хі і хі2) і результативного показника (колонка yі). В результаті отримаємо модель множинної лінійної регресії по параметрах хі і хі2 , а також:

· коефіцієнт множинної  кореляції R – показує тісноту зв’язку вихідної змінної від вхідних;

· коефіцієнт детермінації R2 – показує наскільки вихідна змінна, яка визначена на основі побудованої моделі відповідає реальним даним. Якщо R2 близький до 0, то це означає низьку значимість моделі, відсутні лінійна залежність між параметрами.

· стандартна помилка – показує середню величину відхилення вихідної змінної y*, яка обрахована на основі моделі, від наявних статистичних значень вихідної змінної y.
· F-тест та t-тест проводять для оцінки значущості моделі. Для цього використовують порівняння фактичних та табличних (теоретичних) значень F-критерію (критерій Фішера) та t-критерію (критерій Стьюдента). t-тест (або t-критерій) досліджує лінійну залежність між кожною окремою вхідною змінною (Xi) і вихідною змінною (Y), F-тест (або F-критерій) досліджує лінійну залежність для всієї моделі, тобто між НАБОРОМ вхідних змінних (X1, X2,..., Xn) та вихідною змінною (Y) .

Практична робота № 8

Задача лінійного програмування

Мета: набуття навичок розв’язання задач лінійного програмування геометричним методом.
Питання для опрацювання.

1.
Завдання лінійного програмування.

2.
Допустимий і оптимальний план в завданнях лінійного програмування.

3.
Геометричний метод розв’язання ЗЛП.

4.
Побудова многогранника рішень в ЗЛП.

5.
Особливі випадки (невизначеності) при розв’язанні ЗЛП графічним методом.
8.1 Основні теоретичні відомості
Серед широкого класу задач оптимального програмування є важливі підкласи задач, для яких розроблені ефективні методи рішення. Найбільш вивченим підкласом завдань є завдання лінійного програмування. 

Лінійне програмування  – цей напрям математичного програмування, що вивчає методи рішення екстремальних завдань, які характеризуються лінійною залежністю між змінними і лінійним критерієм. 

Суть лінійного програмування полягає в знаходженні точок найбільшого або найменшого значення деякої функції 
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 – задані постійні величини.

 Кожна сукупність значень змінних (аргументів функції 
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), які задовольняють системі обмежень, називається допустимим планом завдання лінійного програмування. Функція, максимум або мінімум якої визначається, називається цільовою функцією завдання. Допустимий план, на якому досягається максимум або чи мінімум функції 
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, називається оптимальним планом завдання.

Завданням лінійного програмування (ЗЛП) є вибір з множини допустимих планів найбільш вигідного (оптимального). Необхідною умовою постановки завдання лінійного програмування є лінійні обмеження на наявність різного роду ресурсів.

Перехід у разі потреби від задачі мінімуму до задачі максимуму досягається зміною знака цільової функції.

До математичних завдань лінійного програмування належать дослідження конкретних виробничо-господарських ситуацій, які в тому чи іншому вигляді інтерпретуються як завдання про оптимальне використання обмежених ресурсів (завдання про розкрої, сумішах, раціоні і т.д.).

Для розв’язання задачі лінійного програмування з  для n=2 факторних параметрів і невеликою кількістю обмежень доцільно використовувати геометричний метод розв’язання, який має вимагає меншої кількості обчислень і характеризується наочністю  результатів.

Розглянемо цю задачу (1) на площині, тобто при п = 2. Нехай система нерівностей (8.2),  сумісна (має хоча б одне рішення):
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Кожна нерівність цієї системи геометрично визначає напівплощину з граничною прямою 
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. Умови невід'ємності визначають півплощини, відповідно, з граничними прямими x i = 0, х 2 = 0. Система сумісна, тому півплощини, перетинаючись, утворюють спільну частину, яка є сукупністю точок, координати кожної з яких є вирішенням даної системи. Сукупність цих точок називають багатокутником рішень. Він може бути точкою, відрізком, променем, багатокутником, необмеженою багатокутною областю.

Якщо в системі обмежень п = 3, то кожна нерівність геометрично це півпростір тривимірного простору, які перетинаючись визначають многогранник рішень.
Таким чином, геометрично задача лінійного програмування являє собою відшукання такої точки багатогранника рішень, координати якої забезпечують максимальне (мінімальне) значення лінійної функції мети, причому припустимими рішеннями є всі точки багатогранника рішень.

Графічний метод розв'язання ЗЛП складається з наступних етапів.

Етап 1. Спочатку на координатної площині 
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 будується допустима багатокутна область (область допустимих рішень, область визначення задачі), відповідна обмеженням. Далі будується вектор-градієнт лінійної функції 
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 в якій-небудь точці 
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, що належить допустимій області: 
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Етап 2. Пряма, що називається лінією рівня і перпендикулярна вектору-градієнту, пересувається в напрямку цього вектора до тих пір, поки не покине меж області допустимих рішень (ОДР). Гранична точка (або точки) області при цьому русі і є точкою максимуму 
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.
Етап 3. Для знаходження координат точки максимуму достатньо спільно вирішити два рівняння прямих, одержаних з відповідних обмежень, що дають в перетині точку максимуму. Значення 
[image: image253.wmf]()

fx

, знайдене в одержуваної точці, є максимальним. 

У разі мінімізації 
[image: image254.wmf]()

fx

пряму треба переміщувати в напрямку, протилежному вектору-градієнту. Ясно, що якщо пряма при своєму русі не покидає ОДР, то відповідний максимум або мінімум 
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 не існує (область визначення завдання - незамкнутий багатокутник).

8.2 Завдання для розв’язання
1. Для виготовлення двох видів виробів А1 та А2 завод використовує в якості сировини алюміній і мідь. На виготовлення виробів заняті токарні та фрезерні станки. Вихідні дані задачі приведені в таблиці. 

	Види ресурсів
	Запас ресурсів
	Норми витрат на 1 виріб

	
	
	Виріб А1
	Виріб А2

	Алюміній (кг)
	19
	2
	3

	Мідь (кг)
	13
	2
	1

	Токарні верстати (верстат.-год)
	15
	0
	3

	Фрезерні верстати (верстат.-год)
	18
	3
	0

	Прибуток на 1 виріб (тис.грн.)
	7
	5


Визначити кількості виробів А1 і А2, які необхідно виготовити для досягнення максимального прибутку.
2. Розв’язати графічним методом задачу планування стану рухомого складу депо. З пункту А в пункт Б щоденно відправляються пасажирські і швидкі поїзди. Дані про організацію перевезень в таблиці:

	Поїзд
	Кількість вагонів

	
	Багажний
	Поштовий
	Плацкарт
	Купейний
	Люкс 

	Швидкий
	1
	1
	5
	6
	3

	Пасажирський
	1
	-
	8
	4
	1

	Число пасажирів в вагоні
	-
	-
	58
	40
	32

	Парк вагонів
	12
	8
	81
	70
	26


Скільки повинно бути сформовано швидких і пасажирських поїздів, щоб перевезти максимальну кількість пасажирів?

3. Виробниче підприємство виготовляє два види продукції: A і B. Для виготовлення кожного виду продукції необхідно використовувати два види ресурсів: робочу силу та матеріали. Кількість доступних ресурсів та витрати на виготовлення кожного виду продукції наведено в таблиці:

	Ресурс
	Наявна кількість
	Витрати на одиницю продукції A
	Витрати на одиницю продукції B

	Робоча сила (год)
	40
	2
	1

	Матеріали (кг)
	30
	1
	3


Прибуток від продажу одиниці продукції A становить 40 грн, а продукції B – 50 грн. Знайти: оптимальний план виробництва продукції A та B, який максимізує прибуток підприємства; графічно зобразити область допустимих рішень та визначити точку оптимуму.
4. Фермер має 100 гектарів землі для вирощування пшениці (P) та кукурудзи (C). Вирощування 1 гектара пшениці приносить прибуток 3000 грн, а кукурудзи – 4000 грн. Для вирощування культур потрібні добрива, причому: пшениця вимагає 3 тонни добрив на гектар, а кукурудза – 2 тонни. У фермера є лише 180 тонн добрив. Знайти який план посадки пшениці та кукурудзи максимізує прибуток?

5. Меблева фабрика виготовляє столи (S) і стільці (C). Один стіл приносить прибуток 200 грн, а стілець – 100 грн. Для виготовлення кожної одиниці продукції потрібен час і матеріали. Скільки столів та стільців потрібно виготовити, щоб максимізувати прибуток?

	Ресурс
	Наявна кількість
	Витрати на одиницю S
	Витрати на одиницю C

	Час (годин)
	60
	4
	2

	Матеріали (м²)
	40
	3
	1


6. Компанія виробляє два типи пристроїв: X та Y. Для виробництва потрібна кваліфікована робоча сила і час. Прибуток від пристрою X – 30 грн, від пристрою Y – 20 грн. Скільки пристроїв X і Y варто виготовити для максимізації прибутку?

	Ресурс
	Наявна кількість
	Витрати на одиницю X
	Витрати на одиницю Y

	Кваліфіковані працівники (години)
	50
	2
	1

	Некваліфіковані працівники (години)
	40
	1
	2


7. Транспортна компанія займається доставкою вантажів типу A та B. Прибуток за тонну вантажу A становить 500 грн, за тонну вантажу B – 700 грн. Для транспортування вантажу потрібен час і пальне:

	Ресурс
	Наявна кількість
	Витрати на тонну A
	Витрати на тонну B

	Час (годин)
	60
	3
	4

	Пальне (літри)
	50
	2
	3


Який розподіл перевезень максимізує прибуток?
7. Швейна фабрика виготовляє куртки (C) та штани (P). Прибуток від куртки становить 400 грн, від штанів – 300 грн. Для виготовлення продукції потрібні тканина, робочий час та нитки.

	Ресурс
	Наявна кількість
	Витрати на одиницю C
	Витрати на одиницю P

	Тканина (м²)
	500
	3
	2

	Час (години)
	400
	4
	3

	Нитки (м)
	300
	2
	1


Який план виробництва максимізує прибуток?
9. Завод виробляє яблучний сік (A) і апельсиновий сік (O). Прибуток від літра яблучного соку – 10 грн, апельсинового – 15 грн. Для виготовлення потрібна вода, концентрат та електроенергія. Скільки літрів кожного соку потрібно виготовити для максимізації прибутку?
	Ресурс
	Наявна кількість
	Витрати на літр A
	Витрати на літр O

	Вода (л)
	1000
	2
	3

	Концентрат (кг)
	300
	1
	2

	Електроенергія (кВт)
	400
	2
	4


10. Транспортна компанія здійснює перевезення товарів двома типами вантажівок: малотоннажними (T1) та середньотоннажними (T2). Вартість доставки за рейс малотоннажної вантажівки – 300 грн, середньотоннажної – 500 грн. Скільки рейсів кожного типу вантажівок потрібно здійснити, щоб мінімізувати витрати на перевезення?
	Ресурс
	Наявна кількість
	Витрати на рейс T1
	Витрати на рейс T2

	Паливо (л)
	600
	20
	40

	Час (години)
	300
	10
	15

	Завантаження (т)
	500
	10
	20


11. (завдання про сумішах). Стандартом передбачено, що октанове число автомобільного бензину Л-76 має бути не нижче 76, а вміст сірки в ньому - не більше 0,3%. Для виготовлення такого бензину на заводі використовується суміш з чотирьох компонентів. 

	Характеристика
	Компонент автомобільного бензину

	
	№ 1
	№2
	№3
	№ 4

	Октанове число
	68
	72
	80
	90

	Вміст сірки %
	0,35
	0,35
	0,3
	0,2

	Ресурси, т
	700
	600
	500
	300

	Собівартість,  од. / т
	40
	45
	60
	90


Потрібно визначити, скільки тон кожного компонента слід використовувати для отримання 1000 т автомобільного бензину А-76, щоб його собівартість була мінімальною. Для автоматизації розрахунків можна використовувати надбудову Пошук рішення MS Excel.

12. (Задача про оптимальне використання обмежених ресурсів). На ділянку споруджуваної дороги необхідно вивезти 20000 м 3кам'яних матеріалів. У районі будівництва є три кар'єра із запасами 8000 м 3, 9000 м 3 і 10 000 м 3. Для навантаження матеріалів використовуються екскаватори, що мають продуктивність 250 м 3 в зміну в кар'єрах 1, 2 і 500 м 3 в зміну в кар'єрі 3.

Ці кар'єри забезпечують кам'яними матеріалами також ряд інших об'єктів, що будуються. На навантаження матеріалів для розглянутої ділянки виділений для екскаваторів загальний ліміт 60тис машино-змін з правом використання його на розсуд будівельників.

Транспортні витрати на перевезення матеріалів характеризуються такими показниками: на перевезення 1000 м 3матеріалів з кар'єру 1 потрібно 1000 автомобілі-змін, з кар'єру 2 - 1350 автомобілі-змін, з кар'єру 3 - 1700 автомобілі-змін. Потрібно знайти оптимальний план перевезень, що забезпечує мінімальні транспортні витрати.
8.3 Вказівки до розв’язання задач
Розрахувати прибуток фірми при наявності запасу ресурсів і виготовлення двох видів продукції, якщо маємо такі початкові дані:

	Ресурс
	Запас
	Норми витрат

	
	
	Продукція №1
	Продукція №2

	Деталь 1
	21 шт
	1
	3

	Деталь 2
	21 шт
	3
	2

	Затрати часу
	18 год
	3
	1

	Кількість од. продукції
	Х1
	Х2

	Прибуток
	30 грн
	60 грн


Складемо відповідну математичну модель:
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Вирішимо ЗЛП графічним методом:

Рішення. Прямі обмеження означають, що область рішень буде лежати в першій чверті прямокутної системи координат; відзначимо штрихуванням цю область на рис. 1.

Етап 1. Визначимо множину рішень першої нерівності. Побудуємо пряму 
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 по двох точках (0; 7) і (21; 0), (по черзі підставимо х1=0, х2=0) . На рис. 1 позначимо її цифрою I. Пряма ділить простір на дві півплощини, яка з них є шуканою, можна з'ясувати за допомогою однієї контрольної точки. Якщо в довільно взятій точці, що не належить прямій, нерівність виконується, то вона виконується і у всіх точках тієї півплощині, якій належить контрольна точка. В якості такої точки зручно брати початок координат. 

Аналогічним чином побудуємо області рішення двох інших нерівностей.
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Заштрихуємо загальну область для всіх нерівностей, позначимо вершини багатокутника латинськими літерами.

Етап 2. Прирівняємо цільову функцію до постійної величини а: 
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. Це рівняння є множиною точок, в якому цільова функція приймає значення, рівне а. Міняючи значення а, отримаємо сімейство паралельних прямих, кожна з яких називається лінією рівня. Нехай а = 0 проведемо лінію рівня 
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 (пунктирна пряма на рис. 8.1)

Для визначення напрямку руху до оптимуму побудуємо 
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вектор-градієнт, координати якого є частковими похідними функції 
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. Щоб побудувати цей вектор, потрібно з'єднати точку (30; 60) з початком координат. При максимізації цільової функції необхідно рухатися в напрямку вектора-градієнта, а при мінімізації - у протилежному напрямку. Для зручності можна будувати вектор, пропорційний 
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Рисунок 8.1  – Рішення ЗЛП графічним методом
Етап 3. У нашому випадку рух лінії рівня (геометрично вона перпендикулярна вектору-градієнту) будемо здійснювати до її перетину з точкою В, далі вона виходить з області припустимих рішень. Отже, саме в цій точці досягається максимум цільової функції. Точка В отримується на перетині І і ІІ ліній, її координати знаходять з вирішення системи рівнянь цих ліній В(3;6). Підставивши ці координати в рівняння цільової функції маємо 
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При вирішенні деяких ЗЛП графічним методом може зустрітися випадок, коли лінія рівня паралельна однієї зі сторін опуклого багатокутника допустимих рішень, причому ця сторона розташована в напрямку зсуву лінії рівня при прагненні цільової функції до свого оптимуму. У цьому випадку оптимальне значення цільової функції досягається не в одній, а в двох кутових точках (вершинах) багатокутника рішень і, отже, у всіх точках відрізка, що з'єднує ці вершини, тобто задача матиме незліченну множину рішень.

Завдання лінійного програмування не матиме рішень у випадку, коли областю допустимих рішень є пуста множина, тобто система обмежень ЗЛП містить суперечливі нерівності та на координатній площині немає жодної точки, що задовольняє цим обмеженням.

Очевидно також, якщо область допустимих рішень задачі є незамкнутим опуклим багатокутником в напрямку оптимізації цільової функції, то цільова функція буде необмеженою і ЗЛП не матиме рішень; в цьому випадку умовно можна записати, що, наприклад, 
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 (третій особливий випадок).

Умови постановки лінійних задач дозволяють легко автоматизувати процес їх розв’язання. В пакеті програм Exсel існує ряд таких можливостей.

Засоби «Пошук розв’язку» та «Підбір параметра»
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Рисунок 8.2 – Підбір параметра
Спеціальна функція Goal Seek (Підбір параметра) в меню Tools (Сервіс)дозволяє визначити параметр (аргумент) функції якщо відоме її значення (результат). При підборі параметра значення спливаючої комірки  (параметра) змінюється до тих пір, поки формула, залежна від цієї коміри, не поверне задане значення. Задаються параметри пошуку: 

· в полі Set сеll (Встановити в комірці) водиться необхідна формула, що містить посилання на комірку;
· заданий результат вводиться в полі To value (Значення); 

· в полі changing сеll (Змінюючи значення комірки) вводять посилання на комірку, що  буде містити  підібране значення.

Після закінчення роботи функції на екрані з'явиться вікно, в якому будуть відображені результати пошуку. 

Задачу пошуку параметра за граничних умов, що накладаються, допоможе вирішити спеціальна надбудова Microsoft Excel Solver (Пошук рішення).

Пошук рішення
Процедура пошуку рішення дозволяє знайти оптимальне значення формули, що міститься в комірці, яка називається цільовою. Ця процедура працює з групою комірок, пов'язаних з формулою в цільовій комірці. Процедура змінює значення у впливаючих комірках до тих пір, поки не отримає оптимальний результат по формулі, що міститься в цільовій комірці. Щоб звузити множину значень, застосовуються обмеження, які можуть мати посилання на інші впливаючі комірки. Процедуру пошуку рішення можна також використовувати для визначення значення впливаючої комірки, яке відповідає екстремуму цільової комірки, наприклад, кількість учбових занять, що забезпечує максимальну успішність.

В діалоговому вікні Solver (Пошук рішення) так само, як і в діалоговому вікні Goal Seek (Підбір параметра), необхідно вказати цільову комірку, її значення і комірки, які слід змінювати для досягнення мети. Для вирішення задач оптимізації цільову комірку слід вказати рівною максимальному або мінімальному значенню.

Якщо натиснути на кнопку Guess (Припустити), Excel сам спробує знайти всі комірки,  що впливають  на формулу.

Можна додати граничні умови, за допомогою клавіші Add (Додати).

Натиснувши кнопку Options (Параметри), можна змінити умови пошуку рішення: максимальний час пошуку рішення, кількість ітерацій, точність рішення, допуск на відхилення від оптимального рішення, метод екстраполяції (лінійна або квадратична), алгоритм оптимізації і т.д.

Надбудова Microsoft Excel Solver (Пошук рішення) дозволяє, також, вирішувати системи рівнянь або нерівностей. Розглянемо простий приклад: спробуємо вирішити завдання оптимізації плану випуску продукції. Для виготовлення 4 типів продукції використовують три види ресурсів. Запаси ресурсів, норми їх витрати і прибуток від реалізації кожного продукту наведені в таблиці 1. Визначити оптимальну кількість кожного виду продукції, що необхідно випускати для отримання максимального прибутку.

Таблиця 8.1 – Дані до завдання
	Тип сировини
	Норми витрат сировини на од. продукції
	Запаси ресурсів

	
	А
	Б
	В
	Г
	

	1
	2
	1
	0,5
	4
	2400

	2
	1
	5
	3
	0
	1200

	3
	3
	0
	6
	1
	3000

	Питомий прибуток
	7,5
	3
	6
	12
	


Якщо позначити х1, х2, х3, х4 – кількість продукції кожного виду, то цільова функція максимізації прибутку виглядає: 
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При чому накладені обмеження на кількість кожного ресурсу:
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Введемо умови пошуку рішення (рис.8.3):
· введемо в комірки результатів (A1:A4) довільні величини, що лежать в області визначення (початкові значення, наприклад нулі);
· в комірки B1 та D1:D3 внесемо формули рівнянь цільової функції та обмежень (ліві частини рівнянь);
· запустимо Solver (Пошук рішення) з меню Analysis (Аналіз даних);
· в полі Set Target Cell виберемо комірку, що містить цільову функцію($В$1), в полі By Changing Cells виберемо комірки значень кількості кожного продукту, які нам треба відшукати (А1:А4);
· в полі Subject to the Constraints додамо обмеження (натиснувши Аdd) ввівши адреси комірок з функціями обмежень (D1:D3) та значення обмежень (запаси ресурсів: 2400, 1200, 3000), а також обмеження на невід’ємність змінних  $A$1:$A$4≥0;
· кликнемо на клавіші Solve (Виконати). 
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Рисунок 8.3 – Умови пошуку рішення

Результати пошуку відобразяться в призначених для розв’язку комірках (A1:A4), звіт про результати з'явиться на екрані.

Для стандартного пакету Excel допускається створення оптимізаційних моделей, що включають до 200 видів продукції.

Практична робота № 9
МАРКІВСЬКІ ДИСКРЕТНІ ПРОЦЕСИ
Мета: Навчитись розраховувати імовірності станів Марківських випадкових процесів.
Питання для опрацювання.

1. Які процеси називаються Марківськими?
2. Що можна зобразити на графі станів системи?

3. Як складається матриця імовірностей переходів?

4. Однорідний та неоднорідний ланцюг маркова. Навести приклад.

5. Що таке інтенсивність потоку обслуговування?

6. Що таке інтенсивність потоку вимог (заявок)?
7. Що означає гранична імовірність станів?
9.1 Основні теоретичні відомості
Ланцюгом будемо називати послідовність випробувань, у кожному з яких може відбутися лише одна подія з повної групи подій Q1, Q2 … Qm ... Ці події інтерпретуються як стани системи, а чергове k-тe випробування може розглядатися як зміна стану в момент часу tk. Процес зміни станів ланцюга є дискретним випадковим процесом, що характеризується дискретним часом, де pij(k) – імовірність того, що при k-му випробуванні система перейде в стан Qj, за умови, що під час (k – 1)-го випробування вона перебувала в стані Qi . 

Послідовність випробувань утворить ланцюг Маркова в тому випадку, якщо ймовірність pij(k) залежить тільки від значень i, j, k і не залежить від того, які стани мали місце в минулому (тобто до того, як система перейшла в стан Qi), тобто є випадковим процесом без післядії. 

Ланцюг Маркова повністю описується матрицею переходів такого вигляду: 
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У кожному стовпці цієї матриці є хоча б один відмінний від нуля елемент, а ймовірності переходу pij (k) зі стану Qi (i = 1, m) для будь-якого значення k (номера випробування) задовільняють таке співвідношення: 
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Наприклад: матриця переходів системи має такий вигляд: 
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Система має два стани (m = 2). При першому випробуванні (k = 1) ймовірність переходу зі стану Q1 до стану Q1 дорівнює 0,1 (тобто, якщо система перебуває в стані Q1, то при першому випробуванні з імовірністю 0,1 вона в ньому залишиться). Імовірність переходу із стану Q1 в стан Q2 дорівнює 0,9 (тобто з ймовірністю 0,9 система перейде зі стану Q1 в стан Q2). Аналогічно ймовірність переходу при першому випробуванні із стану Q2 до Q1 дорівнює 0,4, а з Q2в Q2 – 0,6. Матриця P2 описує поведінку системи в другому  випробуванні. Граф станів системи зображений на рис. 9.1:
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Рисунок 9.1 – Графи станів для двох випробувань

Ланцюг Маркова називається скінченним, якщо він характеризується скінченною множиною станів. 

Ланцюг Маркова називається незвідним, якщо кожен стан системи може бути отриманий із будь-якого іншого стану. 

Ланцюг Маркова називається періодичним, якщо повернення системи в будь-який стан відбувається тільки через певну кількість кроків, кратну деякому цілому числу γ, більшому за 1 (γ > 1). 

Характерним випадком ланцюга Маркова є однорідний ланцюг, у якому перехідні ймовірності pij (k) не залежать від номера випробування k, тобто pij(k) = pij . 

Стовпець ймовірностей того, що при n-му випробуванні система перейде відповідно в стани Q1, Q2 … Qm , можна визначити таким чином:
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	(9.3)


де р(0) – стовпець початкових імовірностей станів системи, Р’ – транспонована матриця.
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Із збільшенням числа випробувань n  система наближається до свого граничного стану. З практичного погляду цікавим є визначення ймовірностей станів системи саме в граничному стаціонарному режимі. Для їхнього розрахунку використовується система алгебраїчних рівнянь:
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	(9.5)


Система лінійно залежна, тому її необхідно доповнити рівнянням:
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Таким чином, для опису поведінки Марківських дискретних процесів, з неперервним часом, необхідно: 

1. Ввести поняття стану системи. 

2. Визначити всі стани, у яких може перебувати система. 

3. Скласти граф станів і переходів системи, тобто окреслити шляхи можливих безпосередніх переходів системи з одного стану в інший. 

4. Для розрахунку перехідних процесів у системі визначити, у якому стані вона перебуває в початковий момент часу. 

5. Для кожного можливого переходу на графі показати інтенсивність λij потоку подій, що переводять систему зі стану Хi в стан Хj. Інтенсивності λij, як правило, визначаються експериментально. 

9.2 Завдання для розв’язання
1. Задано матриці:  імовірностей переходу дискретного ланцюга Маркова Р1, та імовірностей станів в початковий момент р0.  Визначити імовірності станів системи через k кроків. Зобразити граф станів системи.
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2. Граф станів і переходів системи, характерної дискретним числом станів і неперервним часом, має вигляд, зображений на рис. 9.2.
На дугах графа проставлено значення інтенсивності переходів λij. Необхідно скласти систему рівнянь для визначення ймовірностей зміни станів і розрахувати ймовірності станів системи в граничному стаціонарному режимі. 
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Рисунок 9.2  – Графи станів системи до задачі 2

3. Задано матриці інтенсивностей переходів випадкових процесів для можливих станів системи. Побудувати граф переходів системи, написати систему рівнянь граничних імовірностей станів системи та знайти граничну імовірність кожного стану.
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4. Матриця переходів системи має такий вигляд:
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Визначити властивості цього ланцюга Маркова та розрахувати ймовірності станів системи через три кроки, якщо початковим її станом є другий (
[image: image324.wmf]0
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). Зобразити граф станів системи.
5. Задано матриці: імовірностей переходів дискретного ланцюга Маркова Р1 і Р2, та імовірностей станів в початковий момент р0.  Визначити імовірності станів системи після двох кроків.
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6. Задано матриці: імовірностей переходів дискретного ланцюга Маркова Р1, Р2 і Р3, та імовірностей станів в початковий момент р0.  Визначити імовірності станів системи після трьох кроків.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image331.wmf]0
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7. Машина перевозить вантаж між чотирма пунктами, які розташовані на кільцевій трасі. Вантажі перевозяться з кожного пункту тільки в наступний (з імовірністю 0,8) або в попередній (з імовірністю 0,2). Початкове розташування машини – пункт 2. Визначити ймовірності перебування машини в кожному з пунктів після трьох перевезень, якщо матриця переходів буде мати такий вигляд:
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8. Нехай агрегат складається з двох вузлів. При роботі агрегату можливі появи станів: S0 – обидва вузли справні, S1 – перший вузол ремонтується, а другий справний, S2 – другий вузол ремонтується, а перший справний, S3 – два вузли в ремонті. Граф станів зображено на рис. 9.3.
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Рисунок 9.3 –  Граф станів агрегату

Знайти граничні імовірності станів агрегату при:
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9.3 Вказівки до розв’язання задач
Приклад 1. Визначити властивості цього ланцюга Маркова та розрахувати ймовірності станів системи через три кроки, якщо початковим її станом є перший. 
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Розв’язування.

Цей ланцюг скінченний (кількість станів – три), звідний (оскільки із стану 3 не можна перейти в жоден інший), неперіодичний, однорідний (матриця переходу не залежить від номера випробування). 

Для однорідного ланцюга вектор імовірностей станів визначається за такою формулою (9.3). Виконаємо обчислення, якщо n = 3, тоді:
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Тоді транспонована матриця: 
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Остаточно:
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Отже ймовірності станів системи через три кроки становлять: першого – р1(3)=0,098 другого – р2(3)=0,135 і третього – р3(3)=0,767. 

П р и к л а д 2. 
Два абоненти А і В працюють із одним інформаційним центром. У кожен момент часу центр може обслуговувати тільки одного абонента. Абонент А має більш високий пріоритет, тому, якщо від А приходить заявка, то обслуговування абонента В припиняється до закінчення обслуговування абонента А. За таких умов потрібно: 

1. Розрахувати ймовірності можливих станів даної системи, коли відомі інтенсивності потоків подій, що переводять систему в сусідні стани. 

2. З'ясувати, чи буде система працювати ефективно, коли відомо, що для цього необхідно, аби втрати часу абонента В на очікування становили б не більше 50 % часу його обслуговування. 

3. Встановити, які параметри і яким чином повинні змінитися, щоб підвищилася ефективність обслуговування абонента В? 

Розв’язування.

Уведемо поняття стану системи. 

Очевидно, що стан системи визначається станом абонентів А і В. Для абонента А можливі два стани: 0 – відсутність заявки; 1 – обслуговування. Для абонента В можливі три стани: 0 – відсутність заявки; 1 – обслуговування; 2 – очікування обслуговування. Тоді можна визначити такі стани системи: 

(0, 0) – X1 – відсутність заявок від абонентів А і В; 

(0, 1) – X2 – відсутність заявки від абонента А й обслуговування абонента В; 

(1, 0) – X3 – обслуговування абонента А і відсутність заявки від абонента В; 

(1, 2) – X4 – обслуговування абонента А й очікування обслуговування для абонента В. 

Граф станів і переходів системи зображено на рис. 9.4.
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Рисунок 9.4 – Граф станів і переходи системи

Складемо систему алгебраїчних рівнянь для визначення ймовірностей станів:
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Крім того це система лінійно залежних рівнянь. Тому одне з рівнянь (не важливо, яке) необхідно замінити умовою [image: image349.emf]1234
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. Замінимо нею перше рівняння системи.

Допустимо, що для графа задано такі значення інтенсивності: 
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Розв’язуючи систему, одержимо, що 
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Відношення часу очікування й часу обслуговування абонента В визначається відношенням імовірностей станів Р4 і Р2, тобто:
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Оскільки це відношення більше 0,5 (50 %), то можна зробити висновок про неефективність роботи системи. 

П р и к л а д 3. 
В умовах попередньої задачі скласти граф станів і переходів для визначення ймовірностей станів системи, якщо з інформаційним центром працює три абоненти А, В, С, а їхні пріоритети мають вигляд A > B > C. 

Уведемо такі позначення: 0 – відсутність заявки, 1 – обслуговування, 2 – очікування обслуговування. 

Тоді можливі стани системи можуть бути описані таким чином: 

X1 – (0, 0, 0) – відсутність заявок від абонентів А, В, С; 

X2 – (1,0,0) – обслуговування абонента А, відсутність заявок від абонентів В, С; 

X3 – (0,1,0) – обслуговування абонента В, відсутність заявок від абонентів А, С; 

X4 – (0,0,1) – обслуговування абонента С, відсутність заявок від абонентів А, В; 

X5 – (1,2,0) – обслуговування абонента А, очікування обслуговування для абонента В, відсутність заявок від абонента С; 

X6 – (1,0,2) – обслуговування абонента А, відсутність заявок від абонента В, очікування для абонента С; 

X7 – (0,1,2) – відсутність заявок від абонента А, обслуговування В, очікування обслуговування для абонента С; 

X8 – (1,2,2) – обслуговування абонента А , очікування обслуговування для абонентів В, С. 

Розв’язування.

Граф станів і переходів системи має вигляд, зображений на рис. 9.5.
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Рисунок 9.5 – Граф станів і переходи системи
Приклад 4. 
Три рибальських траулери обслуговує одна плавуча база. Середній час плавання траулера становить 2 доби, після чого він прибуває на базу для обслуговування. На базі є один причал, а середній час обслуговування траулера дорівнює 8 годин. Визначити середній час простою бази, вважаючи, що процеси в цій системі Марківські. 

Розв’язування.

Цей об'єкт можна описати як систему масового обслуговування із скінченним числом вимог. Уведемо поняття станів системи: 

X0 – на базі немає жодного траулера (простій бази);
X1 – на базі обслуговується один траулер ; 

X2 – один траулер обслуговується, а ще один – у черзі; 2 X 

X3 – один траулер обслуговується, а два – у черзі. 3 X 

Граф станів і переходів системи зображено на рис. 9.6: 
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Рисунок 9.6 – Граф станів і переходи системи
Визначимо інтенсивності μ і λ потоків обслуговування і вимог відповідно, враховуючи, що вони повинні мати однакову розмірність, а саме: 

λ=0,5 доби-1 , μ=3 доби-1.

Граничні ймовірності станів Рj, j = 0,..3, обчислимо, розв’язуючи таку систему рівнянь:
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Перші чотири рівняння – лінійно залежні, тому одне з них вилучаємо. Підставляючи значення інтенсивності λ і μ, одержимо, що:
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Розв’язавши цю систему, знайдемо, що Р0 =  0,59. Обчислимо середній час простою бази: 24 год*0,59 = 14,16 годин на добу.
Практична робота № 10

ОДНОКАНАЛЬНІ СИСТЕМИ МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ
Мета: навчитись розраховувати основні параметри одноканальних систем масового обслуговування.
Питання для опрацювання.

1. Визначення систем масового обслуговування.

2. Одно канальні і багатоканальні СМО.

3. Класифікація СМО по наявності черг.

4. Показники роботи одноканальних СМО.

10.1 Основні теоретичні відомості
Класифікація систем масового обслуговування. По числу обслуговуючих каналів СМО поділяються на: 

· одноканальні СМО – СМО з одним каналом  обслуговування;
· багатоканальні – СМО з декількома каналами обслуговування. 

За часом перебування вимог в черзі до початку обслуговування:
· СМО з відмовами – це СМО, в якій заявка, що поступає в момент, коли всі канали зайняті, дістає відмову, покидає СМО і надалі в процесі обслуговування не бере участь (наприклад, телефонна мережа, в якій заявка на телефонну розмову покидає СМО у випадку, коли канал зайнятий.). 

· СМО з чеканнями (чергою) – це СМО, в якій заявка, що прийшла в момент, коли всі канали зайняті стає в чергу на обслуговування. У свою чергу СМО з чеканням (чергою) підрозділяються на: 

· СМО з обмеженою чергою;
· СМО з необмеженою чергою;
· СМО з обмеженим часом чекання (вимога, що поступила, заставши всі пристрої зайнятими, стає в чергу і чекає обслуговування протягом обмеженого часу. Не діждавшись обслуговування у встановлений час, вимога покидає систему);
· СМО з необмеженим часом чекання. 

Розглянемо роботу і основні характеристики одноканальних СМО, тривалість обслуговування в яких – випадкова величина, підпорядкована показниковому закону розподілу. Потік обслуговування є простим пуассонівським потоком подій. Показники ефективності таких СМО:

А – абсолютна пропускна спроможність СМО; 

Q – відносна пропускна спроможність; 

Рвідм – імовірність відмови; 

Lсист – середнє число заявок, що знаходяться в системі;

Тсист – середній час перебування заявки в системі; 

Lч – середня довжина черги; 

Тч – середній час чекання в черзі.

10.1.1 Одноканальна СМО з відмовами.

Розглянемо одноканальну систему масового обслуговування з відмовами, в яку поступає простий потік заявок з інтенсивністю λ; інтенсивність обслуговування μ (тобто в середньому безперервно зайнятий канал видаватиме 
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 обслужених заявок в одиницю часу). Заявка, що поступила в мить, коли канал зайнятий покидає систему не обслуженою.

Розмічений граф станів представлений на рис.10.1.
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Рисунок 10.1 – Граф станів одноканальної СМО з відмовами

Канал може перебувати в двох станах: S0 – канал обслуговування вільний; S1 – канал обслуговування зайнятий.

Граничні імовірності станів виражають середній відносний час перебування системи в стані S0 та S1, тобто визначають відносну пропускну здатність системи та імовірність відмови:
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Тоді абсолютна пропускна здатність системи 
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10.1.2 Одноканальна СМО з обмеженою довжиною черги.

Розглянемо одноканальну систему масового обслуговування з чеканням, в яку поступає простий потік заявок з інтенсивністю λ; інтенсивність обслуговування μ (тобто в середньому безперервно зайнятий канал видаватиме 
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 обслужених заявок в одиницю часу). Заявка, що поступила в мить, коли канал зайнятий стає в чергу і чекає обслуговування. Передбачимо, що кількість місць в черзі m, тобто якщо заявка прийшла в мить, коли в черзі вже стоять m-заявок, вона покидає систему не обслуженою. Розмічений граф станів представлений на рис. 10.2.
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Рисунок 10.2 – Граф станів одноканальної СМО з обмеженою довжиною черги

Тут S0 – канал обслуговування вільний; S1 – канал обслуговування зайнятий, але черги немає; S2 – канал обслуговування зайнятий, в черзі стоїть 1 заявка;  Sm – канал обслуговування зайнятий, в черзі всі m заявок, будь-яка наступна заявка дістає відмову. 

Вірогідність станів визначається рівняннями: 
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Якщо 
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10.1.3  Одноканальна СМО з необмеженою довжиною черги.

Розглянемо одноканальну систему масового обслуговування з необмеженою чергою, в яку поступає простий потік заявок з інтенсивністю λ і інтенсивністю обслуговування μ. Заявка, що поступила в мить, коли канал зайнятий, стає в чергу і чекає обслуговування. 

Розмічений граф станів представлений на рис. 10.3.
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Рисунок 10.3 – Граф станів одноканальної СМО з необмеженою довжиною черги.

Тут, S0 – канал обслуговування вільний; S1 – канал обслуговування зайнятий, але черги немає; S2 – канал обслуговування зайнятий, в черзі стоїть 1 заявка; Sm – канал обслуговування зайнятий, в черзі всі m заявок; …

Оскільки немає обмеження на довжину черги, то відмов немає:
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Тоді:
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Якщо λ>μ, то черга буде постійно збільшуватись.
10.2 Завдання для розв’язання
1. Розглядається цілодобова робота пункту СТО автомашин з одним каналом. На огляд кожної машини витрачається в середньому 0,5 години. На СТО поступає в середньому 36 машин за добу. Якщо машина прибуває, коли пункт огляду зайнятий, вона покидає його не обслуженою. Визначити граничну імовірність станів і характеристики обслуговування СМО.

2.  На вхід однієї телефонної лінії поступає простий потік викликів з інтенсивністю 0,4 викликів/хв. Середня тривалість розмови 3 хв. Знайти граничну імовірність станів і характеристики обслуговування СМО. Порівняти пропускну спроможність СМО з номінальною, яка була б, якщо розмова тривала 3 хв, а виклики йшли б один за другим регулярно, без перерв.

3.  Закусочна на АЗС має один прилавок. Автомобілі прибувають випадковим чином, в середньому 2 автомобілі за 5 хвилин. Для виконання замовлення в середньому досить 1.5 хвилини. Знайдіть: а) імовірність простою прилавка; б) середні характеристики; з) імовірність того, що прибуде не менше 5 автомобілів.

4.  У магазині встановлено, що потік покупців є простим з інтенсивністю 1 покупець в хвилину. У цьому магазині встановлений один касовий апарат, середній час обслуговування одного клієнта складає приблизно 1,25 хв. Визначити характеристики СМО за умови, що черга обмежена контролером при вході в зал самообслуговування: m = 3 покупці.

5.  На автомийці влаштовано один блок для обслуговування і є одне місце для черги. Автомобілі прибувають з інтенсивністю 5 авто/година. Середній час обслуговування однієї машини - 10 хвилин. Знайдіть всі середні характеристики СМО.

6.  На технологічній лінію безперервно поступають заготовки для обробки деталей, не більше 10 одночасно. Якщо на конвеєрі з’являється  11  заготовока, то вона переходить на резервну лінію (в чергу не стає). Потік заготовок має інтенсивність 4 загот/хв., інтенсивність обслуговування – 4 загот/хв. Визначити параметри СМО: імовірність відмов, середнє число заявок, довжину черги і час перебування в черзі. Як зміниться час перебування в черзі, якщо якщо черга зменшиться до 5 заготовок.

7. Платна стоянка для легкових машин має 7 місць. Знайдіть імовірність того, що нова машина знайде вільне місце, якщо машини в середньому прибувають через 10 хв. а займають місце на стоянці в середньому 1год.

8.  У одноканальну СМО поступають заявки з інтенсивністю 0,85 заявок в годину. Час обслуговування заявки в середньому рівний 1,05 години. Черга може зростати практично необмежено. Знайдіть показники ефективності роботи СМО.

9.  У порту є один причал для розвантаження кораблів. Інтенсивність потоку суден дорівнює 0,4 (суден в добу). Середній час розвантаження одного судна складає 2 доби. Передбачається, що черга може бути необмеженої довжини. Знайти показники ефективності роботи причалу, а також імовірність того, що чекають розвантаження не більше ніж 2 судна.

10.  В поліклініці працює один терапевт. Інтенсивність потоку пацієнтів 10 чоловік на годину. Інтенсивність обслуговування 10  чол/год. Черга може бути необмеженої довжини. Визначити показники ефективності роботи лікаря і імовірність того, що черги чекають не більше 5 чоловік.
11. У сервісний центр з ремонту мобільних телефонів заявки надходять із середньою інтенсивністю 𝜆 = 4 заявки на годину. Час ремонту одного телефону в середньому становить 𝜇-1 = 30 хвилин. У центрі працює лише один майстер, а черга може зростати необмежено. Знайти: середню кількість телефонів у системі (в обслуговуванні та черзі); середній час очікування клієнта в черзі; імовірність того, що майстер простоює.
12. На автобусну зупинку пасажири приходять із середньою інтенсивністю 12 осіб на годину. Автобус прибуває кожні 20 хвилин і може одночасно забрати 15 пасажирів. Якщо кількість пасажирів перевищує місткість автобуса, вони залишаються чекати наступний рейс. Знайти: імовірність того, що пасажир зможе сісти в автобус одразу після прибуття; середню кількість пасажирів, що чекають наступного автобуса; завантаженість автобуса в середньому за рейс.
10.3 Вказівки до розв’язання задач
Приклад 1. Одноканальна СМО з відмовами.  
У перукарні працює один майстер. Час обслуговування клієнта розподілений по показниковому закону з середнім значенням 12 хв. Клієнт, що прийшов в перукарню, коли майстер зайнятий, не чекає обслуговування, а покидає перукарню. Потік клієнтів – простий з інтенсивністю 8 клієнтів/год. Знайти показники ефективності роботи даної перукарні. 

Рішення. 

Маємо λ=8 (кл/год.), середній час обслуговування to6.с = 12(хв)= 0,2(год). Отже, інтенсивність потоку обслуговування μ = 1/ to6.с = 5. 

Тоді відносна пропускна спроможність Q = 0,38, тобто в середньому 38% клієнтів, що поступають, будуть обслужена. 
Відповідно вірогідність відмови в обслуговуванні складе Рвідм = 0,62 (тобто 62 %). 
Абсолютна пропускна спроможність СМО А = 8 0,38 = 3,04, тобто в середньому в годину буде обслужено 3 клієнти.

Приклад 2. Одноканальна СМО з обмеженою довжиною черги

Автозаправна станція (АЗС) є СМО з одним каналом обслуговування (однією колонкою). Майданчик при станції допускає перебування в черзі на заправку не більше п'яти машин одночасно (m = 5). Якщо в черзі вже знаходяться п'ять машин, наступна машина в чергу не стає. Потік машин, що прибувають для заправки, має інтенсивність λ = 2 (машини в хвилину). Інтенсивність потоку обслуговування складає μ = 2. 

Рішення.
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- імовірність вільної СМО.
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Відповідно вірогідність відмови в обслуговуванні складе:
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 – відмовляють кожному 7 клієнту.
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Абсолютна пропускна спроможність СМО:
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Середнє число заявок і час перебування машини в системі:
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Середня довжина і час перебування в черзі:
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Приклад 3. Одноканальна СМО з необмеженою довжиною черги

У перукарні працює один майстер. Інтенсивність потоку клієнтів складає 4 клієнти в годину. Інтенсивність обслуговування – 5 клієнтів в годину. Передбачається, що черга може бути необмеженої довжини. Визначити показники ефективності роботи перукарні і імовірність того, що чекають своєї черги не більше трьох клієнтів.

Рішення.

Інтенсивність потоку обслужених заявок 
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, тоді гранична імовірність того, що перукар простоює: 
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 Імовірність того, що він зайнятий:
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Імовірність того, що в черзі не більше трьох клієнтів:
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Черга: 

[image: image416.wmf]22

0,8

3,2

110,8

ч

L

r

r

===

--

чол., 
[image: image417.wmf]3,2

0,8

4

ч

ч

L

T

l

===

год.

Практична робота № 11
Багатоканальні СМО
Мета: навчитись розраховувати основні параметри багатоканальних систем масового обслуговування.

Питання для опрацювання.
1. Визначення систем масового обслуговування.

2. Одно канальні і багатоканальні СМО.

3. Класифікація СМО по наявності черг.

4. Показники роботи багатоканальних СМО.

11.1 Основні теоретичні відомості
Розглянемо роботу і основні характеристики багатоканальних СМО, тривалість обслуговування в яких – випадкова величина, підпорядкована показниковому закону розподілу. Потік обслуговування є простим пуассонівським потоком подій. 

Показники ефективності таких СМО:

А – абсолютна пропускна спроможність СМО; 

Q – відносна пропускна спроможність; 

Рвідм – імовірність відмови; 
kзан –  середнє число зайнятих каналів;
Lсист – середнє число заявок, що знаходяться в системі;

Тсист – середній час перебування заявки в системі; 

Lч – середня довжина черги; 

Тч – середній час чекання в черзі.

11.1.1 Багатоканальна СМО з відмовами.

Розглянемо класичну задачу Ерланга. СМО складається з n каналів, на які поступає потік заявок з інтенсивністю λ. Потік обслуговування кожного каналу має інтенсивність μ. Знайти граничну імовірність станів системи і показники її ефективності. Розмічений граф станів представлений на рис.11.1.
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Рисунок 11.1 – Граф станів багатоканальної СМО з відмовами.

СМО може перебувати в таких станах: S0 – всі канали вільні k=0; S1 – зайнятий лише 1 канал k=1; …;  Sn – зайняті всі n каналів k = n, всі наступні заявки отримують відмову.

Граничні імовірності станів виражають середній відносний час перебування системи в кожному з станів і задаються формулами Ерланга:
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 – відносна інтенсивність роботи системи.
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11.1.2  Багатоканальна СМО з обмеженою довжиною черги

Розглянемо n-канальну СМО з чеканням, в яку поступає простий потік заявок з інтенсивністю λ; інтенсивність обслуговування μ. Тривалість обслуговування – випадкова величина, підпорядкована показовому закону розподілу. Потік обслуговування є простим пуасонівським потоком подій. Заявка що поступила в мить, коли всі n каналів зайняті, стає в чергу і чекає обслуговування. Передбачимо, що кількість місць в черзі обмежена числом m, тобто якщо заявка прийшла тоді, коли в черзі вже стоять m-заявок, вона покидає систему не обслуженою. Розмічений граф станів представлений на рис. 11.2.
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Рисунок 11.2 – Граф станів багатоканальної СМО з обмеженою довжиною черги

Тут, S0 – всі канали вільні;  S1 – зайнятий 1 канал обслуговування; …; Sn – зайняті всі n каналів; Sn+1 – зайняті всі n каналів і черзі стоїть 1 заявка; Sn+m – зайняті всі n каналів, в черзі всі m заявок, 
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 – відносна інтенсивність роботи системи.
 Імовірність станів визначається рівняннями: 
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Тоді: 
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Імовірність утворення черги:
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Величина черги і час перебування в черзі:
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Середнє число заявок і час перебування в системі:
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11.1.3 Багатоканальна СМО з необмеженою довжиною черги

Розглянемо n-канальну систему масового обслуговування з необмеженою чергою, в яку поступає простий потік заявок з інтенсивністю λ і інтенсивністю обслуговування μ (тобто в середньому безперервно зайнятий канал видаватиме ρ=λ/μ обслужених заявок в одиницю часу).

Потік обслуговування є простим пуасонівським потоком подій. Заявка, що поступила в мить, коли канал зайнятий, стає в чергу і чекає обслуговування. Розмічений граф станів представлений на рисунку 11.3.
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Рисунок 11.3 –  Граф станів багатоканальної СМО з необмеженою довжиною черги
Тут, S0 – всі канали вільні k=0; S1 – зайнятий 1 канал обслуговування k=1; …; Sn – зайняті всі n каналів k=n, черги немає; Sn+1 – зайняті всі n каналів і черзі стоїть 1 заявка k=n+1; Sn+m – зайняті всі n каналів, в черзі всі m заявок k=n+m; …

Оскільки обмеження на довжину черги відсутнє, то відмов нема:
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Імовірність станів визначається рівняннями: 
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Тоді: 
[image: image451.wmf]10

pnp

r

=

, 

[image: image452.wmf]2

20

()

2!

n

pp

r

=

, …, 
[image: image453.wmf]0

()

!

n

n

n

pp

n

r

=

,

[image: image454.wmf]1

10

()

!

n

n

n

pp

nn

r

+

+

=

, 
[image: image455.wmf]2

20

2

()

!

n

n

n

pp

nn

r

+

+

=

, …, 
[image: image456.wmf]0

()

!

nm

nm

m

n

pp

nn

r

+

+

=

.
Імовірність утворення черги:
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Середнє число заявок і час перебування в системі: 
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Якщо завантаженість системи 
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 то процес обслуговування стійкий, тобто черга не буде зростати до нескінченності, і система може обробляти всі вхідні заявки. Якщо 
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 то система є нестійкою: кількість заявок у черзі буде зростати необмежено, оскільки загальна пропускна здатність системи не встигає обробляти вхідний потік.
11.2 Завдання для розв’язання
1. Розглядається цілодобова робота пункту проведення профілактичного огляду автомашин з  чотирма каналами. На  огляд і виявлення дефектів кожної машини витрачається  в середньому 0,5 години. На огляд поступає в середньому 36 машин  в добу. Потоки заявок і обслуговування – прості. Якщо  машина, що прибула в пункт огляду, не застає жодного  каналу вільним, вона покидає пункт огляду  необслуженою. Визначити граничну імовірність станів і характеристики обслуговування пункту  огляду. Знайти мінімальне число каналів, при якому  відносна пропускна спроможність пункту огляду  буде не менше 0,9.

2. Є двоканальна проста СМО з  відмовами. На її вхід поступає потік заявок з  інтенсивністю 4 заявки/час. Середній час обслуговування  однієї заявки 0,8 години. Кожна обслужена заявка приносить  дохід 4 у.о. Утримання кожного каналу обходиться 2 у.о.  З'ясуйте, вигідно чи невигідно збільшити число каналів до трьох.

3. Автозаправна станція має 4 бензоколонки. Середній час заправки 2 хв. Вхідний потік автомашин  – простий з інтенсивністю 1,5 авт./хв. При всіх  зайнятих колонках вимога втрачається. Визначите  імовірність відмови і середнє число зайнятих колонок.

4. У двоканальну СМО поступають заявки з  інтенсивністю 2 заявки в годину. Потік обслуговування має  інтенсивність 4 заявки в годину. Чекати обслуговування в  системі можуть не більше двох заявок. Визначите показники  роботи СМО.

5. У нафтоналивному порту 4 причали для заправки  танкерів, які приходять в середньому через 18 год, а час  завантаження складає в середньому дві доби. У черзі можуть  стояти не більше 2 танкерів. Визначите пропускну  спроможність і імовірність простою порту.

6. У перукарні працюють 3 майстри, а в залі  чекання розташовано 3 стільці. Потік клієнтів має  інтенсивність 12 клієнтів за год. Середній час  обслуговування 2хв. Визначити відносну і  абсолютну пропускну спроможність системи, середнє  число зайнятих крісел, середню довжину черги, середній  час, який клієнт проводить в перукарні.

7. У багатоканальну СМО з двома каналами  обслуговування поступають заявки з інтенсивністю 0,8 заявок  в год. Потік обслуговування  має інтенсивність 0,5 заявок в год. Черга заявок на  обслуговування може зростати практично необмежено. Визначити всі характеристики системи.

8. У морському порту три причали, інтенсивність  вхідного потоку – 2,5 суден за добу. Інтенсивність  навантажувально-розвантажувальних робіт – 2 судна в день. Черга суден  може зростати практично необмежено. Визначити всі середні  характеристики системи.

9. Розглядається робота автозаправної станції  (АЗС), на якій є 2 заправних колонки.  Заправка кожної машини  триває в середньому 3 хвилини. В середньому на АЗС кожні дві  хвилини прибуває машина, що потребує заправки. Число  місць в черзі необмежено. Всі машини, що встали на  заправку, чекають своєї  черги. Визначите: 1. Імовірність того, що на заправці  знаходиться 5 машин. 2. Імовірність того, що новоприбулій машині доведеться чекати обслуговування.

10. Яке оптимальне число каналів обслуговування  повинна мати СМО, якщо інтенсивність потоку заявок дорівнює  4, середнє число, заявок обслужених в одиницю часу  рівне 2, штраф за кожну відмову дорівнює 5, а вартість простою  однієї лінії дорівнює 1 ?

11. Скільки рівноцінних незалежних конвеєрних  ліній повинен мати цех, щоб забезпечити ритм роботи, при  якому імовірність чекання обробки виробів має  бути менше 0.03 (кожен виріб випускається однією  лінією). Відомо, що інтенсивність вступу замовлень  30 виробів в годину, а інтенсивність обробки виробу однією  лінією – 36 виробів в годину.

12. Робітник обслуговує три однотипні верстати.  Кожен верстат зупиняється в середньому двічі в годину, а  процедура наладки займає в середньому 10 хвилин. У  стаціонарному режимі функціонування системи потрібно визначити: а) імовірність зайнятості робітника; б) середню кількість  несправних верстатів; в) середнє число налагоджуваних  верстатів.
11.3 Вказівки до розв’язання задач
Приклад 1. Багатоканальна СМО з відмовами

Розглядається робота автозаправної станції (АЗС) з трьома заправними колонками. Якщо зайнято всі три  колонки, то машина не встає в чергу, а покидає АЗС. Середній час заправки автомобіля 3 хв. Інтенсивність  потоку автомобілів - 0,25 од/хв. Знайти граничну  імовірність станів і показники ефективності роботи  АЗС.  

Розв’язання.
Якщо  λ = 0,25 (од/хв), toбс.с = 3 хв. Тоді  інтенсивність потоку обслуговування μ =1/ toбс.с = 1/3 (1/хв). 

Відносна інтенсивність роботи системи:
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 Знайдемо граничну імовірність станів СМО:  
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Таким чином, в граничному стаціонарному режимі  47,6% часу АЗС не працює через відсутність заявок. 35,7% часу зайнята лише одна колонка. 13.4% часу  зайнято дві колонки, 3,3% часу зайнято три колонки.  

Вірогідність відмови в ремонті Рвідм=Р3=0,033, тобто в середньому 3,3% заявок (автомобілів) не буде  обслужена. 

Відносна пропускна спроможність: 
Q = 1-Рвідм = 1-0,033 = 0,967,
тобто в середньому  96,7% заявок (автомобілів) будуть обслужені.

Абсолютна пропускна спроможність СМО – число заявок, обслужених в одиницю часу:
А = 0,25*0,967=0,242.

Середнє число зайнятих каналів: 
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Отже, триканальній СМО число зайнятих каналів менше 1 – система неефективна.

Приклад 2. Багатоканальна СМО з обмеженою довжиною черги

На деяку базу в середньому через 30 хв прибувають  автомашини з продукцією. Середній час розвантаження однієї  машини складає 1,5 години. Розвантаження здійснюють дві  бригади вантажників. На території бази можуть знаходитися в черзі в очікуванні розвантаження не більше 4 автомашин.  Визначити показники роботи СМО. 
Розв’язання

СМО двоканальна, n = 2. Число місць в  черзі m = 4. Інтенсивність вхідного потоку λ = 2 авт./год.  Інтенсивність обслуговування μ = 1/tобс.с = 2/3 – машини за год. Відносна інтенсивність роботи системи 
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Імовірність що всі бригади вільні:
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Імовірність відмов: 
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Середнє число зайнятих бригад: 
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Середнє число заявок в черзі:
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Середнє число заявок і час перебування в системі 
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Приклад 3. Багатоканальна СМО з необмеженою довжиною черги

У магазині працюють n = 3 продавці. Покупці магазина  утворюють простий потік вимог з інтенсивністю 90 чоловік в год. Інтенсивність обслуговування одного  покупця складає 60 чоловік в год. Знайдіть  характеристики обслуговування. 

Розв’язання

Завантаженість системи: 
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. Оскільки показник менше 1, то система стійка, отже, черга не зростатиме до безкінечності і в системі настає граничний стаціонарний режим роботи.  
Знайдемо імовірність того, що біля кас відсутні  покупці: 
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Імовірність того, що біля кас обслуговуються один, два, три покупці:
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Імовірність того , що в черзі стоять один, два, … покупці:
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Імовірність утворення черги і середнє число занятих кас:
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Середнє число заявок і час перебування в системі:
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Практична робота № 12
Задачі аналізу телекомунікаційних мереж
Мета: ознайомитись з завданнями аналізу телекомунікаційних мереж.
1. Що таке граф? Які основні елементи графа?

2. Як визначається шлях у графі? Що таке простий шлях?

3. Що означає транзитність шляху? Як її обчислити?

4. Які переваги має обмеження транзитності для задач маршрутизації в телекомунікаційних мережах?

5. У чому полягає алгоритм пошуку множини шляхів із заданою транзитністю?

6. Які практичні завдання можуть бути вирішені за допомогою аналізу шляхів з обмеженою транзитністю?

12.1 Основні теоретичні відомості
Задачі аналізу телекомунікаційної мережі ґрунтуються на синтезованій топології фізичних зв’язків і найчастіше зводяться до з’ясування оптимальних топологій логічних зв’язків. Це стосується побудови оптимальних планів розподілу інформаційних потоків у мережі, вибору найкращих маршрутів передавання інформаційних повідомлень, підвищення надійності та живучості мережі та ін. Задачі синтезу та аналізу дуже пов’язані між собою, оскільки можливості оптимізації топології логічних зв’язків обмежуються топологією фізичних зв’язків у мережі. Якщо неможливо виконати умови оптимальної побудови топології логічних зв’язків, доводиться повертатися до синтезу інших топологій фізичних зв’язків. У результаті побудова телекомунікаційної мережі та її сегментів перетворюється на ітераційний процес. 

Нижче розглядаємо окремі класичні задачі аналізу зв'язувальних мереж, що засновані на графових моделях.

12.1.1 Знаходження найкоротшого шляху в зв’язувальній мережі.

Задача про знаходження найкоротшого за довжиною шляху в зв’язувальній мережі є фундаментальною задачею комбінаторної оптимізації. За її допомогою можна вирішити широке коло практичних завдань, які виникають у процесі керування телекомунікаційними мережами, впровадження нових телекомунікаційних технологій, методів маршрутизації та ін. Закономірно, що як «довжини» можуть розглядатися будь-які інші вагові характеристики елементів графа.  

Одним з найбільш ефективних алгоритмів, які вирішують поставлене завдання, є алгоритм Дейкстри. Особливістю цього алгоритму є те, що в процесі його виконання одночасно будують найкоротші шляхи з заданої вершини s до усіх інших вершин мережі. Це пояснюється тим, що будь-яка вершина  
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 може виявитися проміжною на найкоротшому шляху з s до і. Після закінчення роботи алгоритму вершина s стає з’єднаною з усіма іншими вершинами зв’язувальної мережі G, зокрема і з вершиною і, найкоротшими шляхами, а дуги (ребра), які увійшли до них, утворюють деяку підмережу без циклів, тобто «дерево» з коренем у вершині s.  

Мінусом даного методу є неможливість обробки графів, в яких є ребра з негативним вагою, тобто, якщо, наприклад, деяка система передбачає збиткові для фірми маршрути, то для роботи з нею варто скористатися відмінним від алгоритму Дейкстри методом.

Робота алгоритму реалізується за допомогою розміщення у вершинах позначок (Lsj, і), де  Lsj  – довжина найкоротшого шляху з початкової вершини s до деякої вершини і, а і попередня до j – вершина на цьому шляху. 

Позначки поділяють на тимчасові та постійні. Тимчасові позначки можуть змінюватися в результаті роботи алгоритму, а постійні – не змінюються. Нижче наводимо алгоритм Дейкстри покроково. 
Крок 0. Для вершини s вважатимемо, що Lss = 0, а для решти вершин 
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 . Усі вершини мають тимчасові позначки типу (Lsj, s). 

Крок 1. Серед вершин з тимчасовими позначками вибираємо вершину r, для якої Lsr  має найменше значення серед усіх Lsj. Таким чином позначка вершини r стає постійною.
 Крок 2. Якщо всі вершини мережі отримали постійні позначки – кінець роботи алгоритму. Інакше – перехід до кроку 3. 
Крок 3. Перераховуємо тимчасові позначки для вершин, суміжних з вершиною г, яка отримала постійну позначку на кроці 1, відповідно до формули 
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 . Перехід до кроку 1. 
Проілюструємо роботу алгоритму Дейкстри на прикладі. Знайдемо найкоротший шлях з вершини s до вершини t у мережі (рис. 12.1). Ваги, проставлені біля ребер, визначають їх довжини. 
Крок 0. Позначка Р для вершини s має вигляд: Рs = (0,0). Для інших вершин Рі = (∞ , s). Усі позначки тимчасові. 

Крок 1. Серед тимчасових позначок найменшу довжину має вершина s, так як Lss = 0. Її позначка стає постійною (позначимо її подвійними дужками). 

Крок 2. Перераховуємо тимчасові позначки для вершин, суміжних з вершиною s. Для вершини 1 параметр довжини 
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Рисунок 12.1 – Ілюстрація роботи алгоритму Дейкстри
Отримане значення є меншим від наявного (
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), а тому нове значення тимчасової позначки буде Р1 = (15, s). Для вершини 2 нова позначка має значення Р2 = (17, s). Для вершини 3 – Р3 = (10, s). 

Перейшовши до кроку 1, вибираємо вершину 3, тому що вона має найменший параметр довжини Ls3 = 10 серед усіх вершин з тимчасовими позначками. Її позначка стає постійною. Оскільки ще не всі вершини отримали постійні позначки, переходимо до кроку 2 і здійснюємо перерахунок позначок для вершин, суміжних з вершиною 3. 

· Р2 = (17, s) можна залишити без змін, тому що новий параметр довжини дорівнює попереднім значенням Р2 = (17, s)=(17,3).

· Р5 = (22, 3).

· Р6 = (30, 3). 

Вершина 1 на кроці 1 отримує постійну позначку, оскільки її параметр довжини є мінімальним. 

Нове значення позначки на кроці 2 отримує вершина 4, а саме Р4 = (24, 1). 

Повертаючись до кроку 1, робимо постійну позначку на вершині 5. 

Змінити значення позначок на кроці 3 не вдається. Фіксуємо наступну вершину з постійною позначкою - це вершина 4. 

Змінити тимчасову позначку для вершини 6 не вдається, і вона автоматично стає постійною. На цьому робота алгоритму закінчується. Довжина визначеного шляху дорівнює 30 (перший параметр постійної позначки для вершини t). 

Трасування шляху визначаємо, рухаючись у зворотному напрямку від t до s через вершину, визначену як другий параметр постійної позначки. В даному випадку маємо: t, 3, s. 

12.1.2 Визначення множини шляхів заданої транзитності.

 Серед обмежень, які накладаються у процесі знаходженні шляхів у зв’язувальних мережах, можна розглядати обмеження на їх транзитність. Під транзитністю шляху розуміють кількість проміжних пунктів, які входять до нього (без урахування початкового s і кінцевого t пунктів), або кількість ліній зв’язку, які з’єднують на шляху тільки транзитні пункти. Кількість проміжних пунктів називають параметром транзитності Т на шляху Обмеження за транзитністю на шляху надсилання повідомлення залежать від вимог до якості обслуговування у мережі (наприклад, до часу проходження повідомлення мережею, часу оброблювання повідомлення у вузлах та ін.). 

Термінами теорії графів завдання формулюємо таким чином. Дано деякий вихідний граф G (N,V), у відповідність множині N потужністю п вершин якого поставлено пункти зв’язувальної мережі, а множині V – лінії зв’язку. Необхідно визначити множину шляхів М ={µsi} із заданої вершини s до інших вершин 
[image: image500.wmf]iN
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, і≠s, і = 1, ..., п, графа G, для яких параметр транзитності Т не перевищує певної заданої величини Т0 , тобто Т < Т0.

Одним з найбільш зручних і легких для реалізації на ЕОМ методів визначення шляхів, які відповідають цій вимозі, є побудова так званого «ярусного дерева» шляхів від заданої вершини s до інших вершин графа. На рис. 12.2 наведено вихідний граф та відповідне йому «ярусне дерево» з параметром Т0 = 2.
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Рисунок 12.2 – Ілюстрація роботи алгоритму побудови ярусного дерева
Алгоритм побудови «ярусного дерева» складається з таких кроків.
 Крок 0. Утворити підмножини нульового ярусу, який міститиме єдиний елемент – вершину s. Використовуючи матрицю суміжності, виписати номери стовпців у рядку з номером s, елементи якого дорівнюють = 1. Таким чином, отримано підмножину вершин першого ярусу, утворену вершиною s.
 Крок 1. Утворити підмножину вершин наступного ярусу. Для цього: а) почергово вибирають вершини попереднього ярусу, для кожної з яких вибирають рядок з однойменною номером у матриці суміжності; б) для кожного рядка виписують номери стовпців, визначені ненульовим елементами; в) з кожної з утворених підмножин вилучають номери вершин (номери стовпчиків), відносно яких утворювалися підмножини вершин у попередніх ярусах. Усі не викреслені елементи (номери стовпчиків) утворюють підмножини наступного ярусу. 
Крок 2. Якщо номер ярусу дорівнює (Т0 +1) – кінець. Інакше – перейти до кроку 1. 

Спеціальні технічні можливості комутаційного обладнання іноді дають змогу вибирати додаткові напрями (обхідні) у разі зайнятості напрямку першого вибору. Порядок вибору напрямків визначають маршрутної матрицею, кількість рядків якої відповідає числу шляхів, нумерація рядків – призначеному порядку їх зайняття, а число стовпців – адресами пунктів призначення. Елементом маршрутної матриці є номер порту вихідної лінії на шляху відповідного вибору з даного транзитного пункту до пункту призначення. 
Результати роботи зводять до побудови маршрутних матриць, які зберігаються в транзитних пунктах телекомунікаційних сегментів із комутованої топологією. Вони призначені для визначення вихідного порту під час комутації вхід-вихід, наприклад, у маршрутизаторах, комутаційних телефонних станціях.

12.2 Завдання для розв’язання
Завдання 1. Розв’язати завдання за алгоритмом Дейкстри.

1. Мережа: Вузли (A, B, C, D, E, F) зі з’єднаннями:

A → B (2), A → C (5)

B → C (3), B → D (4)

C → D (2), C → E (1)

D → F (3), E → F (6)

Знайти найкоротший шлях від A до F.

2. Мережа: Вузли (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) зі з’єднаннями:

1 → 2 (4), 1 → 3 (2)

2 → 3 (5), 2 → 4 (10)

3 → 4 (3), 3 → 5 (4)

4 → 6 (11), 5 → 6 (2), 5 → 7 (6)

6 → 8 (3), 7 → 8 (1)

Знайти найкоротший шлях від 1 до 8.
3. Мережа: Вузли (A, B, C, D, E, F) і з'єднання:

A → B: 4, A → C: 2

B → C: 1, B → D: 5

C → D: 8, C → E: 10

D → E: 2, E → F: 3

D → F: 6

Знайти найкоротший шлях від A до F.

4. Мережа: Вузли (N, O, P, Q, R, S, T) зі з’єднаннями:

N → O (3), N → P (6)

O → P (4), O → Q (8)

P → Q (2), P → R (7)

Q → T (5), R → S (1), S → T (9)

Знайти найкоротший шлях від N до T.

5. Мережа: Вузли (A, B, C, D, E, F, G, H, I) зі з’єднаннями:

A → B (3), A → D (7)

B → C (4), B → E (1)

C → F (6), D → E (2)

E → F (5), E → G (3)

F → H (4), G → H (2), H → I (8)

Знайти найкоротший шлях від A до I.

6. Мережа складається з п'яти вузлів (M, N, O, P, Q) і має такі з’єднання:

M → N (1), M → O (4)

N → O (2), N → P (6)

O → P (3), O → Q (7)

P → Q (5)

Знайти найкоротший шлях між вузлами M і Q.

7. Мережа складається з шести вузлів (A, B, C, D, E, F) зі з’єднаннями:

A → B (3), A → C (1)

B → C (7), B → D (5)

C → D (2), C → E (4)

D → F (6), E → F (2)

Знайти найкоротший шлях між вузлами A і F.

8. Маємо мережу з семи вузлів (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) та такі з’єднання:

1 → 2 (2), 1 → 3 (3)

2 → 4 (4), 2 → 5 (8)

3 → 5 (7), 4 → 6 (5)

5 → 6 (1), 6 → 7 (3)

Знайти найкоротший шлях між вузлами 1 і 7.

9. Задано мережу з восьми вузлів (X, Y, Z, W, V, U, T, S) та такими зв’язками:

X → Y (6), X → Z (3)

Y → Z (2), Y → W (5)

Z → V (4), W → T (2)

V → U (7), T → S (1)

U → S (3)

Знайти найкоротший шлях між вузлами X і S.

10. Мережа складається з дев'яти вузлів (A, B, C, D, E, F, G, H, I) зі з’єднаннями:

A → B (4), A → C (6)

B → D (3), B → E (7)

C → E (2), C → F (5)

D → G (8), E → G (4)

F → H (3), G → I (1)

H → I (6)

Знайти найкоротший шлях між вузлами A і I.

Завдання 2. Визначення множини шляхів із заданою транзитністю. У кожному завданні наведені почат+

ковий і кінцевий вузли, а також максимальна допустима транзитність.

1.  Мережа складається з вузлів (A, B, C, D, E, F, G) зі зв’язками:

A → B, A → C

B → D, B → E

C → E, C → F

D → G, E → G, F → G

Початковий вузол: A, Кінцевий вузол:G, Транзитність: 3

2. Мережа складається з вузлів (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) зі зв’язками:

1 → 2, 1 → 3

2 → 4, 2 → 5

3 → 5, 3 → 6

4 → 7, 5 → 7, 6 → 7

Початковий вузол: 1, Кінцевий вузол: 7, Транзитність: 4

3. Мережа складається з вузлів (M, N, O, P, Q, R, S) зі зв’язками:

M → N, M → O

N → P, N → Q

O → Q, O → R

P → S, Q → S, R → S

Початковий вузол: M, Кінцевий вузол: S, Транзитність: 3

4. Мережа складається з вузлів (X, Y, Z, W, V, U) зі зв’язками:

X → Y, X → Z

Y → W, Z → W

W → V, W → U

Початковий вузол: X, Кінцевий вузол: U, Транзитність: 4

 5. Мережа складається з вузлів (A, B, C, D, E, F) зі зв’язками:

A → B, A → C

B → D, B → E

C → E, C → F

D → F, E → F

Початковий вузол: A, Кінцевий вузол: F, Транзитність: 3

6. Мережа складається з вузлів (P, Q, R, S, T, U, V) зі зв’язками:

P → Q, P → R

Q → S, R → S

S → T, S → U, T → V, U → V

Початковий вузол: P, Кінцевий вузол: V, Транзитність: 5

7. Мережа складається з вузлів (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) зі зв’язками:

1 → 2, 1 → 3

2 → 4, 3 → 5

4 → 6, 5 → 7, 6 → 8, 7 → 8

Початковий вузол: 1, Кінцевий вузол: 8, Транзитність: 4

8. Мережа складається з вузлів (K, L, M, N, O, P, Q) зі зв’язками:

K → L, K → M

L → N, M → N

N → O, N → P

O → Q, P → Q

Початковий вузол: K, Кінцевий вузол: Q, Транзитність: 3

9. Мережа складається з вузлів (A, B, C, D, E, F, G, H) зі зв’язками:

A → B, A → C

B → D, C → E

D → F, E → G

F → H, G → H

Початковий вузол: A, Кінцевий вузол: H, Транзитність: 5

10. Мережа складається з вузлів (W, X, Y, Z, V, U, T) зі зв’язками:

W → X, W → Y

X → Z, Y → Z

Z → V, V → U, U → T

Початковий вузол: W, Кінцевий вузол: T, Транзитність: 6

12.3 Вказівки до розв’язання задач
1. Знаходження найкоротшого шляху в зв’язувальній мережі

Алгоритм Дейкстри використовується для знаходження найкоротших шляхів від початкового вузла до всіх інших вузлів у графі з невід'ємними вагами ребер. Це один із найбільш популярних алгоритмів для задач маршрутизації в мережах і застосовується в багатьох галузях, зокрема в телекомунікаціях і транспортних системах. основні кроки алгоритму:

Ініціалізація:

Виберіть початковий вузол (наприклад, вузол 𝑆).

Встановіть початкову відстань до всіх інших вузлів як нескінченність (∞), щоб позначити, що вони поки що недосяжні.

Відстань до самого себе (вузла 𝑆) встановіть як 0, оскільки відстань до самого себе нульова.

Позначення оброблених вузлів:
Створіть набір для збереження всіх вузлів, які ще не оброблені.

Додайте всі вузли до цього набору на початку роботи алгоритму.

Основний цикл:

Виберіть вузол із найменшою поточною відстанню з набору необроблених вузлів. Цей вузол стає "поточним вузлом" для обробки.

Оновіть відстані до всіх сусідів поточного вузла:

Для кожного сусіднього вузла перевірте, чи є поточна відстань до сусіда коротшою через поточний вузол.

Якщо так, оновіть відстань до сусіднього вузла.

Після обробки всіх сусідів позначте поточний вузол як оброблений, видаливши його з набору.

Повторення циклу:

Продовжуйте вибирати наступний вузол із найменшою відстанню та повторюйте попередній крок, поки не будуть оброблені всі вузли, або поки найкоротша відстань до будь-якого наступного вузла залишатиметься нескінченною (тобто вузол недосяжний).

Завершення:

Коли оброблені всі вузли, у вас будуть найкоротші відстані від початкового вузла до всіх інших вузлів у графі.

Приклад задачі

Мережа: Вузли (X, Y, Z, W, V) зі з’єднаннями:

X → Y (7), X → Z (9)

Y → W (10), Y → V (2)

Z → W (1), V → W (3)

Задача: Знайти найкоротший шлях від X до W.

Розв’язання

Ініціалізація: Встановимо початкові відстані:

X = 0, Y = ∞, Z = ∞, W = ∞, V = ∞

Прохід по вузлах:

Від X: Y = 7, Z = 9

Від Y: W = 17, V = 9

Від Z: W = 10

Від V: W = 12 (без змін)

Найкоротший шлях X → Z → W із відстанню 10.

2. Знаходження множини шляхів із заданою транзитністю

У задачі знаходження множини шляхів із заданою транзитністю нас цікавлять усі шляхи від початкового до кінцевого вузла, де кількість проміжних вузлів не перевищує певного значення, тобто заданої транзитності.

Транзитність шляху — кількість проміжних вузлів (хопів), що знаходяться між початковим і кінцевим вузлом на шляху. Наприклад, якщо шлях йде через вузли A → B → C → D, то транзитність дорівнює 2 (B і C – проміжні вузли).

Аналіз шляхів із обмеженою транзитністю може бути корисним у телекомунікаційних і транспортних мережах для оптимізації маршрутів, зменшення затримок і зменшення кількості проміжних з'єднань.

Знаходження всіх шляхів між вузлами із обмеженням на транзитність потребує обхід графа з дотриманням таких правил:

1. Перевірка ліміту транзитності: Під час побудови кожного шляху необхідно відстежувати кількість проміжних вузлів. Як тільки ця кількість досягає заданої транзитності, подальші переходи не виконуються, і шлях перевіряється на відповідність умовам.

2. Уникнення циклів: Щоб уникнути зациклення, важливо забезпечити, щоб один і той самий вузол не повторювався на шляху (крім початкового і кінцевого, у випадку, якщо допустимий зворотний зв’язок).

3. Рекурсивний пошук шляхів (DFS): Одним із популярних методів обходу графа є пошук у глибину (DFS). Це рекурсивний підхід, при якому алгоритм проходить від початкового вузла до кінцевого, зберігаючи послідовність вузлів поточного шляху. Якщо шлях відповідає обмеженню на транзитність, він додається до множини шляхів.

Рекурсивний алгоритм пошуку шляху виконується за допомогою таких кроків:

1. Ініціалізація: Задайте початковий і кінцевий вузли, а також максимальну допустиму транзитність  T .

2. Початковий виклик: Почніть із початкового вузла, з порожнім шляхом і лічильником транзитності.

3. Рекурсія для пошуку шляхів:

· додайте поточний вузол до поточного шляху;
· якщо поточний вузол – кінцевий і кількість проміжних вузлів відповідає умові, збережіть цей шлях;
· якщо транзитність не перевищена, переходьте до сусідів поточного вузла, викликаючи рекурсивно функцію для кожного сусіднього вузла.

4. Завершення: Після завершення обходу графа отримуємо всі шляхи із транзитністю, що відповідає заданій умові.

Практична робота № 13

ЗадаЧІ синтезу телекомунікаційних мереж 
Мета: ознайомитись з методами синтезу телекомунікаційних мереж.
Питання для опрацювання.
1.
Що таке синтез мережі, і які завдання вирішуються під час синтезу?

2.
Якими методами можна знайти мережу з мінімальною вартістю зв’язків між вузлами?

3.
Що таке опорний вузол в кабельній мережі абонентського доступу?

4.
Опишіть алгоритм, який можна застосувати для визначення найкоротшого циклу в мережі.

5.
Мінімізація довжини циклу при організації транспортного кільця.
13.1 Основні теоретичні відомості
Ситуація, в якій деяку множину точок необхідно поєднати так, щоб кожна пара точок стала зв’язною (безпосередньо або через інші точки), а загальна вагова характеристика зв’язків виявилася мінімальною, спонукає до розв’язування задачі синтезу мережі мінімальної вартості.

13.1.1 Задача синтезу мережі мінімальної вартості.
 є ряд точок, у яких можуть бути розташовані пункти телекомунікаційної мережі. Відомо: відстані між парами точок і вартість прокладання одного кілометра лінії зв’язку. Необхідно: визначити сукупність ліній зв’язку, які забезпечують зв’язність усіх пунктів мережі й мінімальну сумарну вартість їх прокладки. З теорії графів і мереж відомо, що рішенням поставленого завдання є мережа з топологією фізичних зв’язків типу «дерево», тобто такого графа, в якому відсутні цикли. Граф містить цикли, якщо в ньому можна відшукати замкнуті контури. Відсутність циклів визначає особливість графа типу «дерево», яка полягає в тому, що між будь-якою парою його вершин існує лише один єдиний шлях їх сполучення, тобто параметр зв’язності k=1. Кількість ребер у дереві є завжди на одиницю меншою від кількості його вершин. 

Граф типу «дерево», в якому для кожної пари вершин існує шлях, який їх з’єднує, називають покривним деревом. Математично задача синтезу мережі мінімальної вартості зводиться до знаходження мінімального покривного дерева. Цю задачу формулюють наступним чином. Нехай задано неорієнтований граф G (N,V), де множині вершин N відповідає множина пунктів мережі, загальне число яких дорівнює n, а множина ребер V – відстаням [lij ] між парами пунктів.

Відома вартість Cij організації одиниці довжини (наприклад, одного кілометра) лінії зв’язку між пунктами і та j. Необхідно знайти деяке покривне дерево G’ (N’,V’), для якого досягається мінімум цільової функції: 

[image: image502.wmf]11

nn

ijij

ij

ZClmin

==

=®

åå

                                  (13.1)
Для вирішення поставленої задачі існує ряд ефективних алгоритмів знаходження покривного дерева. Наведемо один із них, відомий за прізвищем автора як алгоритм Пріма.
 Алгоритм Пріма можна реалізувати шляхом надання позначок вершинам, які вводяться в відшукуваний граф G’ (N’,V’), і послідовного введення в нього мінімальних за вагою ребер. При цьому, як зазначено вище, загальна кількість ребер не повинна перевищувати (n–1) і між усіма n вершинами покривного дерева має бути зв’язність. 
Надамо процедуру виконання алгоритму Пріма у покроковій формі. 
Крок 0. Мережа G’ (N’,V’), яку треба визначити, початково містить n вершин і не має ребер. Вибирають одну довільну вершину i та позначають як «вибрану». Решта (n–1) вершин є «невибраними». 
Крок 1. Відшукують ребро (i, j), яке належить G (N,V) з мінімальною вагою, у якого вершина і належить підмножині «вибраних» вершин, а вершина j – підмножині «невибраних» вершин. 
Крок 2. Ребро (i, j) розміщують у мережі G’ (N’,V’), яку треба визначити, а вершину і, вилучаючи з підмножини «невибраних», розташовують у підмножині «вибраних» вершин. Якщо підмножина «невибраних» вершин виявилася порожньою, то роботу алгоритму завершено. Інакше – перехід до кроку 1. 

Більш ефективним, з урахуванням швидкості обчислень, є алгоритм, запропонований Краскелом. Алгоритм Краскела відрізняється тим, що ребра в ньому проглядають у порядку зростання ваг і лиш одноразово. Звісно, це передбачає виконання попередньої процедури впорядкування ребер у порядку збільшення їх вагових характеристик. У разі однакових ваг ребра розташовують довільно. Ідея алгоритму ґрунтується на процесі «фарбування» ребер і формуванні «букетів» із вершин. 

Пояснимо цю ідею. Для фарбування ребер, які формуватимуть мінімальне покривне дерево, використовуємо, наприклад, зелений колір, а для тих, що поза ним – помаранчевий. Якщо чергове незабарвлене ребро, взяте з упорядкованого списку, не утворює цикл з ребрами зеленого кольору, його забарвлюємо у зелений колір, а з його вершини утворюємо «букет» вершин мінімального покривного дерева, яке будується. Інакше – ребро забарвлюємо у помаранчевий колір. Ребро може утворювати цикл у мінімальному покривному дереві лише в тому випадку, коли його вершини належать до одного «букету». Якщо ж вершини належать різним «букетам», то ребро забарвлюють в зелений колір, а букети зливаються. Процедуру завершують, коли кількість зелених ребер досягає (n–1), або коли всі ребра будуть, не зважаючи на колір, пофарбованими. Сформулюємо процедуру алгоритму Краскела покроково.
 Крок 0. Упорядкувати ребра за збільшенням ваги. Усі ребра є непофарбованими. Букети відсутні. Вибрати перше з упорядкованого списку ребро (воно має мінімальну вагу), пофарбувати його в зелений колір і сформувати з його вершин перший букет.

Крок 1. Вибрати наступне за списком незабарвлене ребро. Можливим є один із таких варіантів: 
а) обидві вершини належать одному букету – пофарбувати ребро в оранжевий колір; 
б) одна з вершин належить букету, а інша ні – пофарбувати ребро в зелений колір, вершину долучити до того ж букет;
в) обидві вершини не належать жодному букету – пофарбувати ребро в зелений колір і сформувати з його вершин новий букет;
с) вершини належать різним букетам – пофарбувати ребро в зелений колір, а обидва букета об’єднати в один. 
Перейти до кроку 2.
Крок 2. Якщо кількість зелених вершин дорівнює (n –1), або всі вершини пофарбовано – кінець роботи алгоритму. Інакше – повернутися до кроку 1.
13.1.2 Визначення оптимального місця розташування опорного вузла в кабельній мережі абонентського доступу.
 Розглянемо наступне завдання. Нехай граф G(N,V) відображає деяку зв’язувальну мережу, тотожну кабельній мережі абонентського доступу, яка охоплює n абонентських пунктів. Вага кожного ребра (і, j), яке належить V, відповідає довжині або вартості прокладки кабелю, котрий з’єднує пункти і та j. Необхідно визначити деяку вершину т, що належить N, у якій доцільно розмістити опорний вузол (наприклад, районну АТС) з урахуванням мінімізації загальної довжини кабелю, який з’єднує абонентські пункти з опорним вузлом. 

Рішенням поставленого завдання є визначення медіани графа G(N,V). 
Вершина т, яка належить N, є медіаною графа G(N,V), якщо вона не суперечить умові:
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 Величину 
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називають медіанною довжиною графа G, вона є найменшою сумарною довжиною ребер, які з’єднують вершину т з іншими вершинами графа. Алгоритм визначення медіани графа G складається з наступних кроків. 
Крок 1. У вихідній матриці ваг L =[lij], яка відповідає довжині ребер, знайти суму елементів для кожного рядка: 
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Крок 2. Серед значень (Ri) відшукати мінімальне Rm. Вершина т і є медіаною графа G. Кінець роботи алгоритму.

13.1.3 Визначення оптимального місця розташування базової станції в мережі стаціонарного радіо доступу.
 Припустимо, що задано розташування пунктів мережі, в якій реалізовано абонентський стаціонарний радіодоступ до базової станції (БС). Необхідно знайти місце розташування базової станції, яка по радіоканалах зв'язується з абонентськими пунктами (АП). Бажано, щоб відстань від БС до будь-якого АП була мінімальною, що забезпечить стійкий радіо зв’язок з урахуванням меншої потужності передавача БС. Такий критерій задовольнити майже неможливо. Тому будемо мінімізувати відстань до найбільш віддаленого від БС абонентського пункту, решта АП в цьому випадку автоматично знаходиться ближче до БС. Закономірно, що БС (якщо це можливо) повинна займати центральне положення відносно всіх АП. Задача знаходження пункту, в якому доцільно розташувати БС, може бути зведена до задачі знаходження центра графа. 
Нехай G (N,V) є графом, де N – множина вершин, а V – множина відстаней між усіма вершинами. Вершину s називають центром графа G (N,V) якщо вона не суперечить умові:
mахlsi < mахlij для будь-якої і; 1 < j < n.               (13.4)
Алгоритм знаходження центра графа (вершини s) випливає з самого визначення. Наведемо його покрокову процедуру.
 Крок 1. У кожному рядку і вихідної матриці ваг L=lij знаходимо елемент з максимальним значенням.
Крок 2. Серед максимальних значень елементів рядків знаходимо найменше значення lsi є {lij}. Вершина s є центром графа. Кінець роботи алгоритму. 

Таким чином, мінімізувавши відстань від точки s до найвіддаленішої вершини, забезпечується до всіх інших вершин гарантовано менша відстань.

13.1.4 Визначення циклу найменшої довжини для організації транспортного кільця
Кільцеві топології фізичних зв’язків часто використовують для побудови сегментів телекомунікаційних мереж, особливо транспортних мереж. У термінах теорії графів кільцеву топологію визначають як цикл або контур. 
Під циклом розуміють послідовність дуг (ребер) графа, що складають шлях, який починається й закінчується в одній і тій же вершині, а під контуром – послідовність вершин графа, які входять у такий цикл. Пошук циклу (контуру) є доцільний лише в «надлишковому» відносно деревоподібного графа, тобто в графі, кількість ребер якого є більшою від числа n його вершин. Власне кажучи, в задачах синтезу в такому сенсі вихідний граф допустимих зв’язків між вершинами завжди є надлишковим. У такому графі можна утворити n! циклів, які містять дуги (ребра) різної ваги, серед яких можна відшукати цикл найменшої сумарної ваги дуг (ребер). Розв’язавши подібну задачу можна оптимізувати витрати на побудову транспортної мережі. Задача про знаходження циклу найменшої довжини в теорії графів є відомою як «задача комівояжера». Вона може бути формалізована наступним чином. 
Дано граф G (N,V) вершини якого – це міста в зоні обслуговування комівояжера, а дуги – відповідно зв’язки між парами міст. Маршрутом комівояжера називається контур, який містить всі вершини графа G. Необхідно знайти маршрут найменшої довжини.

 Розв’язком цієї задачі є гамільтонів контур в графі G(N,V), який відповідає маршруту найменшої довжини. 

Контур, у якому розміщено кожну вершину графа G (N,V) тільки один раз, називають гамільтоновим контуром (або гамільтоновим циклом). Задачу про знаходження гамільтонового контуру можна розв’язати за допомогою точного методу. 

Пронумеруємо n місць цілими числами від 1 до n. За базовим місцем закріпимо номер n. Звернемо увагу на те, що тур комівояжера однозначно відповідає перестановці цілих чисел 1, 2, ..., (n – 1). Базове місце під номером n при цьому постійно займає останню позицію та в процесах перестановки не бере участь. Кожній перестановці можна поставити у відповідність деяке число, яке визначає довжину маршруту комівояжера як суму довжин ребер циклу, який з’єднує всі n вершин графа. 

Утворивши всі перестановки з (n – 1) чисел і отримавши довжини маршрутів, кількість яких визначається як (n –1)!, необхідно знайти маршрут найменшої довжини. Не важко переконатися, що ефективність обчислювальної процедури для вирішення цього завдання точним методом різко зменшується зі збільшенням числа п вершин графа. Як доводить практика, ефективність можна вважати задовільною, якщо кількість вершин у графі не більша від 30. У зв’язку з цим для розв’язування задачі про знаходження гамільтонового контуру часто використовують евристичні алгоритми. Наближений алгоритм для розв’язання задачі про комівояжера можна отримати, наприклад, використовуючи евристики: – «на кожному кроці рухаємося тільки до найближчого пункту». Використання такої евристики дає змогу одержати прийнятне рішення за час, необхідний для побудови тільки одного контуру. Переконайтесь в цьому, спробуйте знайти цикл найменшої довжини для вихідного повноз’язного графа, який використано для ілюстрації роботи алгоритму Пріма.
13.3 Завдання для розв’язання
Задано сім пунктів мережі, відстані між якими зведено в матриці. Необхідно знайти і накреслити мінімальне покривне дерево G’ (N’,V’), оптимальне місце розташування опорного вузла, а також цикл найменшої довжини для організації транспортного кільця.
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13.3 Вказівки до розв’язання задач
Приклад 1. Синтез зв’язувальної мережі мінімальної вартості.
Відома вартість Cij організації одиниці довжини (наприклад, одного кілометра) лінії зв’язку між пунктами і та j. Необхідно знайти деяке покривне дерево G’ (N’,V’), для якого досягається мінімум цільової функції: 
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, де множині вершин N графа відповідає множина пунктів мережі, загальне число яких дорівнює n, а множина ребер V – відстаням [lij ] між парами пунктів.

Розглянемо граф із вершинами 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 та такими зваженими ребрами: АВ – 1; AC − 3; BC − 3; BD – 6; CD – 4; CE −  2; DE – 5.

Зведемо відстань між пунктами мережі в матрицю:
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Рисунок 13.1 – Ілюстрація алгоритму Пріма

Кроки алгоритму Пріма:

1. Початкова вершина: Нехай почнемо з вершини A.

Додаємо A до дерева.

З кандидатів на ребра: A−B (1), A−C (3), вибираємо A−B (найменша вага).

2. Додати вершину B:

Додаємо ребро A−B, дерево: {A,B}.

Кандидати: A−C (3), B−C (3), B−D (6). Вибираємо A−C (вага 3, мінімальна).

3. Додати вершину C:

Додаємо ребро A−C, дерево: {A,B,C}.

Кандидати: B−D (6),C−D (4),C−E (2).

Вибираємо C−E (вага 2, мінімальна).

4. Додати вершину E:

Додаємо ребро C−E, дерево: {A,B,C,E}.

Кандидати: B−D (6),C−D (4),D−E (5). Вибираємо C−D (вага 4, мінімальна).

5. Додати вершину D:

Додаємо ребро C−D, дерево: {A,B,C,E,D}.Усі вершини тепер включені.

6. Результат. Мінімальне покривне дерево складається з ребер: A−B (1), A−C (3), C−E (2), C−D (4). 

Сумарна вага: 1+3+2+4=10.
Приклад 2. Визначення оптимального місця розташування опорного вузла в  кабельній мережі абонентського доступу.
Нехай граф G(N,V) відображає деяку зв’язувальну мережу, тотожну кабельній мережі абонентського доступу, яка охоплює n абонентських пунктів. Вага кожного ребра (і, j), яке належить V, відповідає довжині або вартості прокладки кабелю, котрий з’єднує пункти і та j. Необхідно визначити деяку вершину т, що належить N, у якій доцільно  розмістити опорний вузол (наприклад, районну АТС) з урахуванням мінімізації загальної довжини кабелю, який з’єднує абонентські пункти з опорним вузлом. Рішенням поставленого завдання є визначення медіани графа G(N,V). 

Вершина т, яка належить N, є медіаною графа G(N,V), якщо вона не суперечить умові:
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називають медіанною довжиною графа G, вона є найменшою сумарною довжиною ребер, які з’єднують вершину т з іншими вершинами графа. Алгоритм визначення медіани графа G складається з наступних кроків. 

Крок 0. Для кожної вершини знайти шлях мінімальної відстані до всіх інших вершин ( наприклад за допомогою алгоритму Дейкстри.

Крок 1. У вихідній матриці ваг L =[lij], яка відповідає довжині ребер, знайти суму елементів для кожного рядка: 
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Крок 2. Серед значень (Ri) відшукати мінімальне Rm. Вершина т і є медіаною графа G. Кінець роботи алгоритму.

Для задачі рисунок 13.1. Сформуємо матрицю мінімальних відстаней Lmin. Знайдемо суму всіх рядків Ri.
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Мінімальна сума відстаней R2=12, що відноситься до вершини С. Тому медіана графа – вершина С.
Приклад 3. Визначення оптимального місця розташування базової станції в мережі стаціонарного радіодоступу.
Припустимо, що задано розташування пунктів мережі, в якій реалізовано абонентський стаціонарний радіодоступ до базової станції (БС). Необхідно знайти місце розташування базової станції, яка по радіоканалах зв'язується з абонентськими пунктами (АП). Бажано, щоб відстань від БС до будь-якого АП була мінімальною, що забезпечить стійкий радіо зв’язок з урахуванням меншої потужності передавача БС. Такий критерій задовольнити майже неможливо. Тому будемо мінімізувати відстань до найбільш віддаленого від БС абонентського пункту, решта АП в цьому випадку автоматично знаходиться ближче до БС. Закономірно, що БС (якщо це можливо) повинна займати центральне положення відносно всіх АП. 

Задача знаходження пункту, в якому доцільно розташувати БС, може бути зведена до задачі знаходження центра графа. Алгоритм знаходження центра графа (вершини s) випливає з його визначення. Наведемо його покрокову процедуру.

Крок 1. У кожному рядку і вихідної матриці ваг L=lij знаходимо  елемент з максимальним значенням.

Крок 2. Серед максимальних значень елементів рядків знаходимо найменше значення lsi є {lij}. Вершина s є центром графа. Кінець роботи алгоритму. 

Таким чином, мінімізувавши відстань від точки s до найвіддаленішої вершини, забезпечується до всіх інших вершин гарантовано менша відстань. Для прикладу з рис. 13.1 маємо:
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Мінімальна відстань = 4 і відповідає вершині С.

Приклад 4. Визначення циклу найменшої довжини для організації  транспортного кільця.
Кільцеві топології фізичних зв’язків часто використовують для побудови сегментів телекомунікаційних мереж, особливо транспортних мереж. У такому графі можна утворити n! циклів, які містять дуги (ребра) різної ваги, серед яких можна відшукати цикл найменшої сумарної ваги дуг (ребер). Задача про знаходження циклу найменшої довжини в теорії графів є відомою як «задача комівояжера». Для цього пронумеруємо n місць цілими числами від 1 до n. За базовим місцем закріпимо номер n. Звернемо увагу на те, що тур комівояжера однозначно відповідає перестановці цілих чисел 1, 2, ..., (n – 1). Базове місце під номером n при цьому постійно займає останню позицію та в процесах перестановки не бере участь. Кожній перестановці можна поставити у відповідність деяке число, яке визначає довжину маршруту комівояжера як суму довжин ребер циклу, який з’єднує всі n вершин графа. 

Проте вже для кількості вершин n=5 матимемо 5!=24 перестановок циклу, зі збільшенням кількості вершин аналіз вимагає застосування обчислювальної техніки. Тому реалізація подібних задач для великих графів можлива за допомогою евристичних методів (наприклад, алгоритм найближчого сусіда, генетичні алгоритми тощо).

Алгоритм найближчого сусіда — це евристичний метод для розв’язання задачі комівояжера. Він не гарантує оптимального розв’язку, але забезпечує швидке наближення. Ідея алгоритму:

1. Почати з довільної вершини графа.

2. На кожному кроці переходити до найближчої (найдешевшої за вагою ребра) вершини, яка ще не була відвідана.

3. Повернутися до початкової вершини після відвідання всіх інших.

Результат може бути далеким від оптимального, зокрема через неправильний вибір початкової вершини. Розглянемо розв’язок для нашого прикладу. За початкову вершину приймемо вершину А. Сформуємо послідовно шлях:
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Рисунок 13.2 – Ілюстрація алгоритму алгоритм найближчого сусіда

Точка А: найближча невідвідана вершина В, А – В (1); 

точка В, найближча невідвідана вершина С, В – С (3); 

Точка С: найближча невідвідана вершина Е, С – E (2);

Точка E: найближча невідвідана вершина D, Е – D (5); 

Повертаємось в вершину А, для цього найближча вершина С, D – C (4);

Точка С, найближча вершина А, С – А (3).

Отримуємо цикл А – В – С – Е – D – С – А. Довжина циклу = 18.
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