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ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 
ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ

ГЛАВА І. ПОХІДНА І ДИФЕРЕНЦІАЛИ
Диференціальне числення вивчає похідну, диференціал та їх застосування. Диференціальне числення разом з інтегральним численням – це розділ математики, що називається математичним аналізом, який має широке застосування в природознавстві та техніці. Диференціальне числення виникло завдяки працям німецького математика та філософа Лейбніца (1646–1716) та англійського математика Ньютона (1643–1727).
Задачі, що приводять до поняття похідної.

1. Задача про миттєву швидкість. Нехай рівність 
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 описує закон переміщення тіла, що рухається прямолінійно нерівномірно. Тоді за час 
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 шлях уже буде 
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 тіло пройде шлях 
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. Отже, середня швидкість буде 
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2. Задача про дотичну до кривої. Інша задача, яка приводить до поняття похідної, уже не з механіки, а з геометрії.

Нехай задано неперервну функцію 
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 аргументу і отримаємо точку 
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Якщо точка 
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 буде прямувати до точки 
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Означення 1. Дотичною до графіка функції 
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 називається граничне положення січної до цієї кривої в точці 
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Нехай дотична утворює з додатнім напрямком осі 
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. А це означає, що дотична існує тоді і тільки тоді, коли існує 
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. Отже, дотична існує тоді і тільки тоді, коли існує 
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В обох задачах отримано один і той же вираз – границя певного відношення з конкретним змістом.
Перейдемодо строгих математичних понять і означень.

§1. Поняття похідної, диференційовність

Нехай на інтервалі 
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 задана функція 
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. Надамо аргументу приріст 
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. Відповідно при цьому функція одержить приріст 
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Означення 1. Похідною від функції 
[image: image44.wmf](

)

yfx

=

 в точці 
[image: image45.wmf]0

x

 називається границя відношення приросту функції 
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 прямує до нуля.
Позначається похідна 
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Отже, 
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Якщо тепер повернутися до попередніх задач, то перша задача дасть нам фізичний зміст похідної – швидкість зміни в точці 
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, тобто миттєву швидкість функції 
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, а друга задача – кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції 
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, що є геометричним змістом похідної.
Означення 2. Функція, яка має похідну в точці 
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, називається диференційовною в цій точці. 
Зрозуміло, що переходячи до іншої точки 
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 ми отримаємо вже інше значення 
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. Тобто зі зміною аргументу буде змінюватись і значення похідної. Отже, похідна від функції знову є функцією. А тому пишуть 
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Означення 3. Функція, яка має похідну в кожній точці множини, називається диференційовною на цій множині.
Означення 4. Процес знаходження похідної називається диференціюванням. 

Теорема 1. (Необхідна умова диференціювання). Якщо функція 
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 диференційовна на множині 
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Доведення. За умовою теореми функція 
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, тобто існує 
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Оскільки приріст функції 
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Можна розглядати і односторонні похідні.

Означення 5. Лівосторонньою похідною функції 
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а правосторонньою – 
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Похідна функції 
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 існує тоді і тільки тоді, коли існують як лівостороння, так і правостороння похідні (або похідна зліва і похідна справа) і вони рівні між собою.

Зауваження. Кожна диференційовна в точці і на множині функція є неперервна. Обернене твердження не завжди є правильним.

Покажемо на прикладі, що неперервність функції не забезпечує її диференційовність. Дійсно, функція 
[image: image80.wmf](

)

fxx

=

 неперервна всюди, але не має похідної в точці 
[image: image81.wmf]0

x

=

. 

Маємо 
[image: image82.wmf](

)

00

f

=

;  
[image: image83.wmf](

)

0

fxx

+D=D

;  
[image: image84.wmf](

)

0

fx

D=

, звідки похідна зліва 

[image: image85.wmf](

)

00

00

0limlim1

xx

xx

x

x

f

xx

D®D®

D<D<

D

-D

¢

-===-

DD

,
а похідна справа 
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Отже, похідна зліва не дорівнює похідній справа, а значить, в точці 
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§2. Диференціювання деяких елементарних функцій

Для того, щоб отримати похідні основних елементарних функцій, будемо користуватися означенням 1.
1. Нехай 
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Отже, похідна сталої є нуль, тобто 
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2. Нехай 
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Тоді 
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Отже, похідна незалежної змінної по незалежній змінній дорівнює 1, тобто 
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3. Нехай 
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Отже, похідна від функції 
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4. Нехай 
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Отже, похідна від функції 
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Зауваження. В пунктах 3 і 4 використали неперервність функцій 
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5. Нехай 
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Тоді 
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(При доведенні цієї формули використали другу важливу границю 
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В частинному випадку, якщо 
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6. Нехай маємо функцію 
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Отже, 
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§3. Правила диференціювання

Якщо згадати, що 
[image: image130.wmf](

)

(

)

ffxxfx

D=+D-

, то звідси отримаємо 
[image: image131.wmf](

)

(

)

fxxfxf

+D=+D

. Цю рівність і використаємо при доведенні наступних теорем. 

Теорема 1. (Похідна суми функцій). Якщо функції 
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, то в цій точці буде диференційовною і сума цих функцій. Причому похідна суми функцій дорівнює сумі похідних від цих функцій, тобто 
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Доведення. Нехай 
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Отже, 
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Теорема 2. (Похідна добутку функцій). Якщо функції 
[image: image139.wmf](

)

ux

 та 
[image: image140.wmf](

)

vx

 диференційовні в точці 
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, то в цій точці буде диференційовний добуток цих функцій і має місце формула 
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Доведення. Нехай 
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звідки  
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Функція 
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, а значить і неперервною. З означення неперервної функції 
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Наслідок. 
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Теорема 3. (Похідна частки функцій). Якщо функції 
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, то частка цих функцій також диференційована в точці 
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 і має місце формула 
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Доведення. Нехай 
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а значить   
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Наслідок 1. 
[image: image160.wmf](

)

(

)

uxux

cc

¢

¢

æö

=

ç÷

ç÷

èø

.
Наслідок 2. 
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Приклад 1. Знайти похідну функції 
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Отже, отримали формулу 
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Приклад 2. Знайти похідну функції 
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Отже, отримали формулу 
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Теорема 4. (Похідна оберненої функції). Нехай функція 
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Доведення. За вказаних умов існує обернена функція 
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 або 
[image: image182.wmf](

)

(

)

1

xy

yx

¢

=

¢

.
Отже, 
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Останні формули мають простий геометричний зміст: кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції 
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А значить, 
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Приклади 1. Нехай 
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Отже, отримали формулу 
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В частинному випадку, коли 
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2. Нехай 
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Отже, отримали формулу 
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3. Нехай, 
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Отже, отримали формулу 
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4. Нехай
[image: image214.wmf]yarctgx

=

. Тоді, 
[image: image215.wmf]xtgy

=

, де 
[image: image216.wmf](

)

;

x

Î-¥+¥

  
[image: image217.wmf];

22

y

pp

æö

=-

ç÷

èø

 

[image: image218.wmf](

)

(

)

2

22

111

cos

11

arctgxy

tgyx

tgy

¢

====

++

¢

.

Отже, отримали формулу 
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5. Нехай 
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Отже, отримали формулу 
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Теорема 5. (Похідна складної функції). Нехай функції 
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Доведення. Надамо 
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 деякого приросту 
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А тепер перейдемо до границі при 
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Приклади

1. Нехай 
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Отже, отримали формулу 
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Зауваження. Як показують розглянуті приклади, диференціювання не виводить з класу елементарних функцій.
Таблиця похідних основних функцій
Використовуючи встановлені формули основних елементарних функцій і правило диференціювання складної функції, випишемо формули у вигляді таблиці, де 
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§ 4. Логарифмічне диференціювання

Означення 1. Логарифмічною похідною функції називається похідна від логарифма цієї функції 
[image: image352.wmf]1

(ln)

yy

y

¢¢

=×

.

Для знаходження похідної степенево-показникової функції 
[image: image353.wmf](

)

(

)

(

)

x

yfx

j

=

 має сенс застосовувати логарифмічне диференціювання.

Нехай 
[image: image354.wmf](

)

(

)

(

)

x

yfx

j

=

. Якщо спочатку прологарифмувати за основою 
[image: image355.wmf]e

 обидві частини рівності:  
[image: image356.wmf](

)

(

)

lnln

yxfx

j

=

, а потім продиференціювати, враховуючи, що 
[image: image357.wmf]y

 є функцією 
[image: image358.wmf]x

, то отримаємо 


[image: image359.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

ln

yxfxxfx

yfx

jj

¢¢¢

×=+××

.

Звідки 
[image: image360.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ln

xfx

yyxfx

fx

j

j

æö

¢

×

¢¢

=×+

ç÷

ç÷

èø

 або, якщо згадати вигляд 
[image: image361.wmf]y

,   
[image: image362.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ln

x

xfx

yfxxfx

fx

j

j

j

æö

¢

×

¢¢

=×+

ç÷

ç÷

èø

.

Продемонструємо цей метод на прикладах.

Знайти похідну функції 

Приклад 1.


[image: image363.wmf]2

x

yx

=

.


[image: image364.wmf](

)

(

)

(

)

2

222

lnln;lnln2ln2ln1

yx

yxxxxxxxxxx

yx

¢

¢

¢

==+=+=+

.

Звідки 
[image: image365.wmf](

)

(

)

(

)

22

1

2ln12ln12ln1

xx

yyxxxxxxx

+

¢

=+=+=+

.

Приклад 2.


[image: image366.wmf](

)

sin

cos;lnsinlncos

x

yxyxx

==

.


[image: image367.wmf](

)

(

)

(

)

2

cos

sinlncossinlncoscoslncossin

cos

sin

coslncos;

cos

x

y

xxxxxxx

yx

x

xx

x

¢

¢

¢¢

=+=+=

=-



[image: image368.wmf](

)

(

)

(

)

22

sin

1sin

2

sinsin

coslncoscoscoslncos

coscos

coslncos.

x

x

xx

yyxxxxx

xx

xxtgx

+

æöæö

¢

=-=-=

ç÷ç÷

èøèø

=-


Приклад 3. 

[image: image369.wmf]ln

x

yx

=

.

[image: image370.wmf]2

lnln

yx

=

;    
[image: image371.wmf]11

2ln

yx

yx

¢

×=×

;  


[image: image372.wmf]lnln1

2ln2ln

2ln

xx

xx

yyxxx

xx

-

¢

=×=×=×

.

Логарифмічне диференціювання зручно застосовувати і тоді, коли функція є добутком або часткою декількох виразів.

Приклад 4. 

[image: image373.wmf](

)

(

)

4

2

3

3121

531

xx

y

xx

-×+

=

+×-

.


[image: image374.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

11

ln4ln31ln212ln53ln1

23

yxxxx

=-++-+--

;  


[image: image375.wmf](

)

1111111

432251

312215331

y

yxxxx

¢

×=××+××-××-××-

-++-

;


[image: image376.wmf](

)

(

)

(

)

4

2

3

3121

121101

31215331

531

xx

y

xxxx

xx

æö

-×+

¢

=×+-+

ç÷

ç÷

-++-

+×-

èø

.

ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ 

Знайти похідну 

	
	Умова
	Відповідь

	1.
	
[image: image377.wmf](

)

cos

sin

x

yx

=


	
[image: image378.wmf](

)

2

cos

cos

sinsinlnsin

sin

x

x

yxxx

x

æö

¢

=-

ç÷

èø



	2.
	
[image: image379.wmf](

)

ln

x

yx

=


	
[image: image380.wmf](

)

1

lnlnln

ln

x

yxx

x

æö

¢

=+

ç÷

èø



	3.
	
[image: image381.wmf]1

x

yx

=


	
[image: image382.wmf](

)

1

2

1ln

x

yxx

-

¢

=-



	4.
	
[image: image383.wmf]sin

x

yx

=


	
[image: image384.wmf]sin

sin

cosln

x

x

yxxx

x

æö

¢

=+

ç÷

èø



	5.
	
[image: image385.wmf](

)

sin

2

1

x

yx

=+


	
[image: image386.wmf](

)

(

)

sin

2

2

2sin

1cosln1

1

x

xx

yxxx

x

æö

¢

=+++

ç÷

+

èø



	6.
	
[image: image387.wmf](

)

(

)

2

3

3

21

5

xx

y

x

-+

=

-


	
[image: image388.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

42

3

22111

351

xxx

y

xx

-++

¢

=-

-+



	7.
	
[image: image389.wmf](

)

(

)

3

4

2

5

12

3

xx

y

x

+-

=

-


	
[image: image390.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

4

2

2

5

12

57302361

2023

3

xx

xx

y

xx

x

+-

-+

¢

=×

--

-



	8.
	
[image: image391.wmf](

)

(

)

2

3

2

2

1

1

xx

y

x

+

=

-


	
[image: image392.wmf](

)

(

)

(

)

2

42

3

2

4

2

1

61

31

1

xx

xx

y

xx

x

+

++

¢

=×

-

-



	9.
	
[image: image393.wmf]sin1

x

yxxe

=-


	
[image: image394.wmf]111

sin1

221

x

x

x

e

yxxectgx

xe

æö

¢

=-+-

ç÷

-

èø




§ 5.  Похідна неявно заданої функції
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ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ 

Знайти похідну 
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§6. Поняття функцій, заданих параметрично, 
диференціювання таких функцій

Означення 1. Нехай в околі точки 
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 задано дві функції 
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Якщо в околі точки 
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, яка і називається параметрично заданою за допомогою функцій (1).
Приклад 1. 
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Якщо піднести ліву і праву частини до квадрата, то 
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 – верхня половина кола з центром в початку координат і радіусом 
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Приклад 2. 
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Отже, 
[image: image452.wmf]22

b

yax

a

=-

. Піднесемо ліву і праву частини до квадрата 


[image: image453.wmf]22

22

1

xy

ab

+=

,  
[image: image454.wmf]0

y

³

 – верхня половина еліпса з центром симетрії в початку координат і півосями 
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Приклад 3. 
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Теорема 1. (Диференціювання параметрично заданих функцій) Нехай (1) задають параметрично задану функцію 
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Функція 
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Приклади. Знайти 
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ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ 

Знайти 
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§7. Диференціал, його застосування
Якщо функція 
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Доданок 
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 є нескінченно мала величина більш високого порядку, ніж кожна з нескінченно малих 
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Означення 1. Лінійна відносно 
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 частина приросту диференційованої функції називається її диференціалом і позначається 
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Зауваження. З останньої формули випливає, що 
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 і розуміють її як відношення двох диференціалів: диференціала функції до диференціала аргументу.
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Для з’ясування геометричного змісту диференціала проведемо дотичну до графіка функції 
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Таким чином, диференціал функції дорівнює приросту ординати дотичної до графіка функції 
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Якщо розписати ліву і праву частину наближеної рівності, то отримаємо 
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Оскільки 
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тобто в околі точки 
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 функція заміняється лінійною функцією – проходить звичайна лінеалізація функції.

Про обчислення елементарних функцій з будь-якою точністю ми будемо говорити пізніше, а зараз покажемо, як в деяких випадках і диференціал функції може бути використаний для цього.
Приклади.

1. Функція 
[image: image517.wmf](

)

x

fxe

=

, 
[image: image518.wmf]0

0

x

=

, 
[image: image519.wmf](

)

0

0

1

x

x

fxe

=

¢

==

. А тоді 
[image: image520.wmf]1

x

ex

»+

.
2. Функція 
[image: image521.wmf](

)

(

)

1

fxx

a

=+

, 
[image: image522.wmf]0

0

x

=

, 
[image: image523.wmf](

)

(

)

1

1

fxx

a

a

-

¢

=+

;  
[image: image524.wmf](

)

(

)

0

0

fxf

a

¢¢

==

. А тоді 
[image: image525.wmf](

)

11

xx

a

a

+»+

, зокрема 
[image: image526.wmf]11

n

x

x

n

+»+

.
3. Функція 
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5. Обчислити наближено 
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А тоді 
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Табличне значення 
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§8. Інваріантність форми диференціала першого порядку

Для диференційовної функції 
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Нехай функції 
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 – диференціал функції 
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Отже, диференціал першого порядку зберігає свою форму, тобто диференціал першого порядку має один і той же вигляд, який не залежить від того, чи 
[image: image557.wmf]x

 – незалежна змінна чи функція.

На основі цієї властивості маємо наступні правила для обчислення диференціалу першого порядку:
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§9. Похідні вищих порядків

Нехай на 
[image: image561.wmf](

)

,

ab

 існує похідна 
[image: image562.wmf](

)

fx

¢

, яка, в свою чергу, є диференційованою на 
[image: image563.wmf](

)

,

ab

.

Означення 1. Похідна від похідної першого порядку, тобто 
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Якщо на 
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Аналогічно, похідна четвертого порядку 
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Означення 2. Функція, яка має похідну 
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У загальному випадку для обчислення похідної вищого порядку потрібно знайти спочатку похідні всіх нижчих порядків. В окремих випадках вдається встановити загальний вираз для похідної 
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5. Розглянемо добуток двох нескінченно диференційовних функцій 
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Застосувавши метод математичної індукції, можна показати, що 
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Остання формула називається формулою Лейбніца для знаходження 
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А тепер розглянемо похідні вищих порядків для параметрично заданих функцій. Має місце теорема.

Теорема 1. Якщо функція 
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Зауваження 1. Всі похідні порядку 
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 параметрично заданої функції знаходять тільки за означенням. Більш того, навіть для знаходження похідних 2-го порядку часто простіше користуватись означенням, ніж отриманою формулою, що і показують наступні приклади. 
Приклад 1.
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Приклад 2.
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Для знаходження другої похідної використовуємо формулу 
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Зауваження 2. Зрозуміло, що 
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Приклад 3. Знайти 
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Зауваження 3. Для неявно заданих функцій також можна знаходити похідні вищих порядків. При диференціюванні потрібно пам’ятати, що змінна 
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ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ 
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§10. Диференціали вищих порядків
Нехай для функції 
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Означення 1. Диференціалом другого порядку функції 
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Отже, якщо 
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З останньої формули маємо, що при довільному 
[image: image722.wmf]n

 

[image: image723.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

n

nn

n

dy

yxfx

dx

==

,
тобто похідну 
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А тоді 
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Ми вже показали, що диференціал першого порядку інваріантний відносно форми, а диференціали вищих порядків такої властивості не мають.

Теорема 1. Диференціали вищих порядків 
[image: image733.wmf](
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Доведення. Розглянемо випадок 
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. Нехай функції 
[image: image735.wmf](

)

yfx

=

 та 
[image: image736.wmf](

)

xx

j

=

 мають похідні до другого порядку включно. Тоді 
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 – диференціал, а не приріст (
[image: image739.wmf]dxx

¹D

). Звідки 
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що й потрібно було довести.
ГЛАВА ІІ. ЗАСТОСУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ
§1. Теореми про середнє для диференційовних функцій

Дослідження функцій за допомогою похідних ґрунтується на деяких основних теоремах диференціального числення, які вперше сформулювали і довели французькі математики.
Теорема 1. (Ферма, (1601-1665))

Нехай функція 
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 функція 
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Доведення. Нехай, наприклад, 
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В точці 
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Якщо перейти до границі в попередніх нерівностях, то отримаємо 
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Геометрична інтерпретація цієї теореми виглядає так: якщо в точці 
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 функція 
[image: image761.wmf](

)

fx

 приймає найбільше або найменше значення і існує похідна функції 
[image: image762.wmf](

)

fx

 в цій точці, то в точці 
[image: image763.wmf](

)

(

)

,

f

xx

 дотична до графіка кривої 
[image: image764.wmf](

)

yfx

=

 паралельна осі 
[image: image765.wmf]Ox

.
[image: image766.jpg]vk





Теорема 2. (Ролля (1652-1719)).
Нехай функція 
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Доведення. Як відомо, неперервна на відрізку функція набуває на ньому найбільшого значення 
[image: image773.wmf]M

 та найменшого значення 
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Якщо 
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Тепер нехай 
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<

. За умовою 
[image: image783.wmf](

)

(

)

fafb

=

. Тому принаймні одне із значень 
[image: image784.wmf]m

 або 
[image: image785.wmf]M

 функція приймає всередині 
[image: image786.wmf][

]

,

ab

. Нехай це буде 
[image: image787.wmf](

)

mf

x

=

, 
[image: image788.wmf](

)

,

ab

x

Î

. За теоремою Ферма 
[image: image789.wmf](

)

0

f

x

¢

=

.
Наслідок. Між кожними двома нулями многочлена є нуль похідної.

Геометрично теорема Ролля означає, що серед усіх дотичних до графіка функції 
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 знайдеться принаймні одна, паралельна осі 
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Теорема 3. (Лагранжа, 1736-1813). Нехай функція 
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Доведення. Розглянемо на відрізку 
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 допоміжну функцію 
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Легко показати, що 
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Отже, для функції 
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 виконуються всі умови теореми Ролля, а тоді існує принаймні одна точка 
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Звідси 
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Геометрично теорема Лагранжа означає, що серед усіх дотичних до графіка функції 
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, що задовольняє умовам теореми Лагранжа, знайдеться принаймні одна паралельна січній 
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Перепишемо результат теореми у вигляді 
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Зауваження 1. Теорема Ролля є частинним випадком теореми Лагранжа, якщо 
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Зауваження 2. Рівність 
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 називають формулою Лагранжа. Її можна записати в дещо іншому вигляді. Оскільки 
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Якщо 
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Але ліва частина – це приріст функції, тому 
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Останню формулу називають формулою скінченних приростів.

Формула Лагранжа дуже часто застосовується в вищій математиці. Одне з її застосувань – доведення нерівностей, що ми й покажемо на прикладах далі.

Теорема 4. (Коші, 1789-1857). Нехай функції 
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Доведення. Спочатку зауважимо, що 
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Розглянемо допоміжну функцію 
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Очевидно, що функція 
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)

Fx

 задовольняє всі вимоги теореми Ролля: вона неперервна на відрізку 
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За теоремою Ролля існує принаймні одна точка 
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Оскільки 
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Зауваження. Теорема Лагранжа є окремим випадком теореми Коші, якщо 
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Приклад 1. Довести, що якщо 
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Розв’язування. Нехай многочлен 
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Вираз в квадратних дужках не ділиться на 
[image: image870.wmf](

)

1

xx

-

, а це значить, що 
[image: image871.wmf]1

xx

=

 – корінь кратності 
[image: image872.wmf]1

k

-

 для 
[image: image873.wmf](

)

fx

¢

.

Приклад 2. Довести, що функція 
[image: image874.wmf](

)

fx

¢¢

, де 
[image: image875.wmf](

)

(

)

(

)

22

42

fxxx

=-+

, має на інтервалі 
[image: image876.wmf](

)

2;4

-

 два корені.

Розв’язування. Оскільки 
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§2. Правила Лопіталя розкриття невизначеностей
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Теорема 1. (Перше правило Лопіталя, 1661-1704, Франція)
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Переходячи до границі в останній рівності, отримаємо 
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Зауваження 1. Теорему доведено для границь справа або правих границь, але вона має місце й для границь зліва і до границь взагалі.
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При розкритті невизначеності типу 
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4) існує границя (скінченна або нескінченна) 
[image: image1048.wmf](

)

(

)

0

lim

xa

fx

k

gx

®+

¢

=

¢

. 
Тоді границя 
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Обидва зауваження до попередньої теореми мають місце і для цієї.
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Приклад 4.
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Приклад 5.
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(Друге правило Лопіталя застосували 
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Приклад 7. 
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Приклад 8. 
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ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ 
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§3. Формула Тейлора
Зараз розглянемо одну з найважливіших формул диференціального числення, яка широко застосовується при дослідженні функцій та наближених обчисленнях.
Теорема (Тейлора, 1685-1731, Англія) Нехай функція 
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Ця формула називається формулою Тейлора, 
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Доведення. Позначимо 
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Многочлен 
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Отже, нам потрібно довести, що залишковий член 
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За теоремою Ролля існує 
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Саме цю формулу залишкового члена найчастіше використовують. Залишковий член у вказаній формі називається залишковим членом у формі Лагранжа. Оскільки 
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Зустрічаються й інші форми залишкового члена формули Тейлора. 
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При 
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 формула Тейлора набуде вигляду 
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§4. Розклад за формулою Маклорена деяких елементарних функцій
Використовуючи результати попередньої глави, отримаємо формули Маклорена для конкретних функцій.
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А тому формула Маклорена має вигляд 
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Приклад 2. Функція 
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  то формула Маклорена має вигляд
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Приклад 3. Функція 
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А тоді формула Маклорена має вигляд
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або в дещо іншій формі
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Приклад 4.Функція 
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Отже, формула Маклорена буде мати вигляд 
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Або в дещо іншій формі
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Якщо в останній формулі замінити 
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Приклад 5. Функція 
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і формула Маклорена має вигляд 
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або в дещо іншій формі 
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Якщо тепер в останній формулі замінити 
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Покажемо, як формули Маклорена застосовують для наближених обчислень та знаходження границь.

Приклад 6. 
Обчислити 
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За формулою (1) маємо 
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Знайдемо число членів в цій формулі з умови
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Отже, з точністю 0,001
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Приклад 7.
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Враховуючи, що для будь-якого 
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Оскільки 
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Отже, маємо 
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Приклад 8.
Обчислити границю 
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ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ 

Обчислити з точністю 
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Використовуючи розклади функцій в ряд Маклорена, обчислити 
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Відповіді: 5) 
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§5. Дослідження функцій

Означення 1. Функцію 
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Теорема 1 (Критерій монотонності). Нехай функція 
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Означення 2. Нехай функція 
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Теорема 2. (Необхідна умова екстремуму). Якщо точка 
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В стаціонарній точці 
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Розглянуті теореми дають можливість знайти локальний екстремум функції. Якщо ж потрібно знайти глобальний екстремум або найбільше та найменше значення функції на відрізку 
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Приклад 1.
Знайти найменше та найбільше значення функції 
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Розв’язування. Дана функція неперервна на [-2,2], тому вона має на цьому відрізку найменше та найбільше значення. 
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Приклад 2. Знайти мінімум та максимум функції 
[image: image1368.wmf]ytgxx

=-

 на відрізку 
[image: image1369.wmf];

44

pp

éù

-

êú

ëû

.

Розв’язування. 
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Зауваження. 
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, а тому функція неспадна, а значить найменше значення має на лівому кінці відрізка, найбільше – на правому.

Приклад 3.
Знайти найменше та найбільше значення функції 
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Розв’язування.
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Критичні точки функції 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1388.wmf]Ï
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З врахуванням кінців відрізку маємо  
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Приклад 4.
З усіх прямокутників, вписаних в півкруг (одна сторона прямокутника лежить на діаметрі півкруга), знайти прямокутник найбільшої площі.

Розв’язування. Нехай в півкруг радіуса R з центром в точці О вписаний прямокутник АВСD. 
                                  
[image: image1395]
Довжину сторони АВ позначимо через 
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 - площа прямокутника. Отже, отримали задачу на знаходження найбільшого значення функції S(x) на інтервалі (О;R).

Знайдемо критичні точки
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Отже, при 
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 функція S(х) має max, тобто прямокутник буде мати найбільшу площу S(x)=R2, якщо його сторони будуть рівними 
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Приклад 5. Нехай електрична лампочка рухається (наприклад, на блоці) вздовж вертикальної прямої ОВ.

                      
[image: image1410]
На якій відстані від горизонтальної площини треба її розмістити, щоб в точці А цієї площини освітленість була найбільшою (ОА=а) ?

Розв’язування. З курсу фізики відомо, що освітленість 
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а тому при 
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Приклад 6. Тіло має форму прямого кругового циліндра з півкулею зверху. 
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При яких лінійних розмірах цього тіла воно буде мати найменшу повну поверхню, якщо об’єм його рівний V?

Розв’язування. Нехай радіус основи циліндра 
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Знайдемо також 
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ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ 

1. Обчислити на заданому відрізку найменше та найбільше значення функції.
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2. Яким повинен бути радіус круга, щоб прямокутник з периметром 68см, вписаний в круг, мав найбільшу площу?
3. Число 360 розбити на такі три доданки, щоб два з них відносились як 
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, а добуток трьох доданків був найбільший.
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Означення 4. Нехай функція 
[image: image1462.wmf](

)

fx

 диференційована на інтервалі 
[image: image1463.wmf](

)

,

ab

. Якщо графік функцій 
[image: image1464.wmf](

)

fx

 розміщений вище дотичної в довільній точці цього інтервалу, то цей графік називається вгнутим на 
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Теорема 5. (Достатня умова опуклості, вгнутості) Нехай функція 
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Доведення. Нехай 
[image: image1477.wmf](

)

0

fx

¢¢

>

 на інтервалі 
[image: image1478.wmf](

)

,

ab

 і 
[image: image1479.wmf]c

 довільна точка з інтервала 
[image: image1480.wmf](

)

,

ab

, тобто 
[image: image1481.wmf](

)

,

cab

Î

. Тоді точка 
[image: image1482.wmf](

)

(

)

,

Mcfc

 - точка графіка кривої 
[image: image1483.wmf](

)

yfx

=

. Запишемо рівняння дотичної в цій точці 
[image: image1484.wmf](

)

(

)

(

)

Yfcfcxc

¢

-=-

.
[image: image1485.jpg]")




Формула Тейлора при 
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З останньої рівності віднімемо попередню і отримаємо 
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Означення 5. Точка 
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 графік функції 
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 називається точкою перегину, якщо існує окіл точки 
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Теорема 6. (Необхідна умова перегину). Якщо при 
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Доведення. Нехай існує неперервна 
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 не є точкою перегину. А графік функції 
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Зауваження. Подібно до того, як точки підозрілі на екстремум треба шукати серед точок, в яких перша похідна дорівнює нулю або не існує, так точки підозрілі на перегин потрібно шукати серед точок, в яких друга похідна дорівнює нулю або не існує.

Теорема 7. (Достатня умова перегину). Нехай 
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Доведення. Нехай в інтервалі 
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 графік функції вгнутий. Враховуючи, що в точці 
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Зауваження. Має місце узагальнення останньої теореми:

Якщо функція 
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§6. Асимптоти графіка функції

При вивченні поведінки функції, якщо 
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 або поблизу точок розриву другого роду, часто трапляється так, що графік функції як завгодно близько наближається до тієї чи іншої прямої. Ці прямі називаються асимптотами.

Означення 1. Пряма 
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Означення 2. Пряма 
[image: image1545.wmf]ykxb

=+

 називається похилою асимптотою графіка 
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Теорема 1. (Знаходження похилої асимптоти). Для того щоб пряма 
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Доведення. Необхідність.
Нехай 
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Знайдемо границю останньої рівності при 
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А з означення похилої асимптоти маємо 
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Достатність. Нехай існують границі вказані в теоремі. А тоді з другої границі маємо 
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Зауваження 1. Горизонтальні асимптоти отримуємо як частинний випадок похилих, коли 
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Зауваження 2. При знаходженні похилих асимптот потрібно окремо розглядати границі при 
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Приклад. Знайти похилі асимптоти графіка функції 
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Розв’язування. Нехай 
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Шукаємо 
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Отже, 
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Отже, лівосторонніх похилих асимптот немає.

§7. Загальна схема дослідження графіка функції

1. Знаходження області визначення функції, інтервалів неперервності і точок розриву.

2. Дослідження функції на періодичність, парність і непарність. Знаходження точок перетину графіка з осями координат.

3. Класифікація точок розриву.

4. Асимптоти графіка.

5. Інтервали монотонності функції. Точки локального екстремуму.

6. Інтервали опуклості та вгнутості графіка. Точки перегину.

7. Побудова графіка функції.

Зауваження. Дослідження доцільно визначити згідно з особливостями функції. При розв’язанні конкретної задачі окремі пункти можна дещо розширити, а деякі можуть виявитися взагалі зайвими. Наприклад, якщо функція скрізь неперервна, то пункт 3 опускаємо.

Приклад 1. Дослідити методами диференціального числення функцію 
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Розв’язування. 
1. Знаходимо область існування функції 
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Отже, 
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В області існування функція неперервна, тому що є часткою двох неперервних функцій. Точки розриву 
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2. Функція неперіодична.
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, отже, функція непарна, а тому її графік симетричний відносно початку координат і ми можемо досліджувати тільки при 
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Графік проходить через початок координат О(0,0).

3. З’ясуємо який розрив має 
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Отже, 
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4. З попереднього пункту зрозуміло, що 
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Шукаємо похилі асимптоти 
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Отже, 
[image: image1603.wmf]0

x

=

 – горизонтальна асимптота.
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В області існування завжди 
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6. 
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Якщо 
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, то знак другої похідної залежить від знака знаменника.

Якщо
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точка розриву.

7. Будуємо графік спочатку в правій півплощині, а потім добудовуємо за симетрією.
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Приклад 2. Дослідити функцію 
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1. Область існування 
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Отже, 
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2. Функція неперіодична. Область існування несиметрична, а значить, ні про яку парність або непарність не можна  і мову вести. Точка розриву 
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3. З’ясуємо характер розриву в точці 
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Отже, в точці 
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4. 
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– вертикальна асимптота (з попереднього пункту).

Шукаємо похилі асимптоти (правосторонні) 
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А це значить, що ні похилих, ні горизонтальних асимптот немає.
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Критична точка одна 
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6. 
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Якщо 
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При х=1 перегину немає, бо в цій точці функція невизначена, а при 
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